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• Re´sume´ :
Dans cette the`se, nous nous inte´ressons a` une classe particulie`re de mode`les stochas-
tique de croissance de plantes structure-fonction a` laquelle appartient le mode`le Green-
Lab. L’objectif est double. En premier lieu, il s’agit d’e´tudier les processus stochastiques
sous-jacents a` l’organogene`se. Un nouveau cadre de travail combinatoire reposant sur
l’utilisation de grammaires formelles a e´te´ e´tabli dans le but d’e´tudier la distribution
des nombres d’organes ou plus ge´ne´ralement des motifs dans la structure des plantes.
Ce travail a abouti a` la mise en place d’une me´thode symbolique permettant le calcul de
distributions associe´es a` l’occurrence de mots dans des textes ge´ne´re´s ale´atoirement par
des L-syste`mes stochastiques. La deuxie`me partie de la the`se se concentre sur l’estima-
tion des parame`tres lie´s au processus de cre´ation de biomasse par photosynthe`se et de
son allocation. Le mode`le de plante est alors e´crit sous la forme d’un mode`le de Markov
cache´ et des me´thodes d’infe´rence baye´sienne sont utilise´es pour re´soudre le proble`me.
Mots-cle´s : mode`le de croissance de plantes structure-fonction, GreenLab, processus
de branchement, me´thode symbolique, mode`le de Markov Cache´, infe´rence baye´sienne,
filtrage particulaire
• Abstract :
This PhD focuses on a particular class of stochastic models of functional-structural
plant growth to which the GreenLab model belongs. First, the stochastic processes un-
derlying the organogenesis phenomenon were studied. A new combinatorial framework
based on formal grammars was built to study the distributions of the number of or-
gans or more generally patterns in plant structures. This work led to the creation of a
symbolic method which allows the computation of the distributions associated to word
occurrences in random texts generated by stochastic L-systems. The second part of the
PhD tackles the estimation of the parameters of the functional submodel (linked to the
creation of biomass by photosynthesis and its allocation). For this purpose, the plant
model was described by a hidden Markov model and Bayesian inference methods were
used to solve the problem.
Keywords : functional-structural plant growth model, GreenLab, branching process,
symbolic method, hidden Markov model, Bayesian inference
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Chapitre 1
Contexte et proble´matiques
L’homme ne saurait subsister sans les plantes. Elles jouent un roˆle fondamental au
quotidien : production de nourriture que ce soit par les cultures en champs ou sous
serre, re´gulateur environnemental de par le cycle naturel du carbone, production de
biocarburant avec le colza ou la betterave . . . Face a` la situation e´conomique et envi-
ronnementale actuelle, il apparaˆıt essentiel de ge´rer au mieux leur exploitation. En effet,
la population mondiale ne cesse de croˆıtre tandis la quasi-totalite´ des terres arables est
de´ja` exploite´e. Il est donc capital d’augmenter la rentabilite´ des surfaces agricoles tout
en limitant l’empreinte e´cologique. Ainsi, la compre´hension des me´canismes de crois-
sance des plantes et celle de leurs interactions avec l’environnement est un des enjeux
majeurs du 21e`me sie`cle.
C’est dans un tel contexte que s’est de´veloppe´e la mode´lisation de la croissance des
plantes. L’objectif principal de ces mode`les est de pouvoir reproduire le comportement
des plantes dans un environnement donne´. Parmis les nombreuses applications, nous
pouvons citer la pre´diction qualitative et quantitative de la production ve´ge´tale ou en-
core l’optimisation des cultures par rapport a` des ressources e´nerge´tiques limite´es. La fin
des anne´es 1990 a connu l’essor d’une nouvelle classe de mode`le de croissance de plante :
les mode`les structure-fonction (voir Sieva¨nen et al. (2000), Prusinkiewicz (2004), Godin
and Sinoquet (2005) et De Reffye et al. (2008)). Ces mode`les ont pour but de simuler
le de´veloppement de la structure de la plante ainsi que son fonctionnement biophysique
(c’est-a`-dire la production de biomasse1 par photosynthe`se et son allocation). Afin de
reproduire la croissance le plus fide`lement possible, ils inte`grent dans leur formalisme
des processus biophysiques de plus en plus complexes. Les mathe´matiques deviennent
donc un outil indispensable pour analyser et exploiter ces mode`les.
Quoi de plus inte´ressant pour un chercheur que d’explorer de nouvelles contre´es re-
gorgeant de proble´matiques complexes, varie´es et passionantes pouvant aboutir sur des
applications tre`s prometteuses. C’est dans cet e´tat d’esprit que j’ai effectue´ ma the`se
dans l’e´quipe Digiplante au laboratoire MAS2 de l’E´cole Centrale Paris (ECP). Cette
the`se fut l’occasion de de´couvrir le domaine de la botanique mais e´galement d’approfon-
dir (ou apprendre) de nombreuses disciplines des mathe´matiques. Les chapitres suivants
1la biomasse est la matie`re ve´ge´tale composant les plantes, voir le chapitre 2
2Mathe´matiques Applique´es aux Syste`mes
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traitent ainsi de questions de nature diverse que ce soit en mode´lisation, en probabilite´,
en combinatoire ou encore en statistique.
Dans ce chapitre introductif, nous pre´sentons d’abord l’e´quipe Digiplante puis le




Digiplante3 est une e´quipe projet INRIA cofonde´e en 2002 par Philippe de Reffye
(CIRAD4) et Paul-Henry Courne`de (ECP5). Ses axes de recherche sont centre´s sur la
mode´lisation mathe´matiques de la croissance des plantes et ses applications en agrono-
mie et en foresterie. Plus pre´cise´ment, l’e´quipe de´veloppe un mode`le de croissance de
plante intitule´ GreenLab (voir le paragraphe suivant) dont les objectifs sont les suivants :
– Pre´vision quantitative et qualitative de la production ve´ge´tale des cultures et des
foreˆts ;
– Controˆle Optimal des cultures et des modes d’exploitation ;
– Optimisation du processus d’ame´lioration ge´ne´tique.
1.1.2 Le mode`le GreenLab
GreenLab est un mode`le de croissance de plante structure-fonction (voir le chapitre
2 pour une description comple`te du mode`le). Il inte`gre donc dans son formalisme le
de´veloppement de la structure de la plante et son fonctionnement caracte´rise´ par les
processus de cre´ation de biomasse par photosynthe`se et son allocation aux organes de la
plante. Les e´quations de GreenLab ont e´te´ publie´es pour la premie`re fois en 2003 (voir
de Reffye and Hu (2003)). Par la suite, plusieurs versions ont vu le jour (voir le chapitre
2 pour plus de de´tails). Le mode`le GreenLab 2 (Kang et al. (2004)) se caracte´rise par un
mode`le de de´veloppement stochastique. Dans le mode`le GreenLab 3 (Mathieu (2006)),
il y a une re´troaction du fonctionnement sur le de´veloppement. Le mode`le GreenLab
4 (voir par exemple Pallas et al. (2009)) couple les caracte´ristiques des deux mode`les
GreenLab 2 et 3.
Le mode`le GreenLab est ge´ne´rique, c’est-a`-dire qu’il peut simuler la croissance de
toute sorte de plante que ce soit des petites plantes ou des grands arbres. Dans cette
optique, les processus implique´s doivent eˆtre suffisamment ge´ne´raux pour eˆtre pre´sents
chez toutes les plantes mais repre´sente´s le plus simplement possible (tout en conservant
un sens botanique). Le mode`le est donc de´crit de fac¸on concise par un faible nombre
d’e´quations ce qui le rend exploitable facilement du point de vue mathe´matique (estima-
tion des parame`tres, controˆle optimal, analyse de sensibilite´ . . . ). La parame´trisation du
3http ://digiplante.saclay.inria.fr/
4centre de Coope´ration Internationale en Recherche Agronomique pour le De´veloppement.
http ://www.cirad.fr/
5E´cole Centrale Paris. http ://www.mas.ecp.fr/website/
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mode`le s’en trouve e´galement simplifie´e ce qui fait sa force par rapport a` la majorite´ des
autres mode`les de croissance structure-fonction. En effet, dans GreenLab, l’estimation
des parame`tres se fait a` l’e´chelle de la plante entie`re et non processus par processus. Les
parame`tres estime´s inte`grent ainsi les nombreuses interactions complexes des diffe´rents
processus biophysiques de la croissance des plantes. On peut parler de mode`le inte´gratif.
Le mode`le a e´te´ adapte´ sur toute sorte de plantes qu’elles soient agronomiques (le
ma¨ıs, Guo et al. (2006) ; la betterave, Lemaire (2010)), tropicales (Cecropia sciadophylla,
Letort et al. (2009)) ou meˆme des arbres (le heˆtre, Letort et al. (2008a) ; le pin, Guo
et al. (2007)).
1.1.3 Les logiciels
Quatre principaux logiciels base´s sur le mode`le de croissance GreenLab ont e´te´ im-
ple´mente´s a` l’heure actuelle :
• GreenScilab6 : il s’agit d’un logiciel open-source de´veloppe´ par le LIAMA. Plus
pre´cise´ment, il se pre´sente sous la forme d’une toolbox Scilab. Le logiciel ne prend
en compte que les versions GreenLab 1 et 2 du mode`le. De par sa licence libre,
il est un excellent outil de diffusion du mode`le GreenLab et est e´galement utilise´
dans des sessions de travaux pratiques sur la mode´lisation de la croissance des
plantes.
• Digiplante (logiciel) : logiciel e´ponyme de l’e´quipe, il est imple´mente´ en C++ afin
d’optimiser les temps de calcul pour la simulation. Les versions GreenLab 1 et
3 du mode`le sont code´es dans le logiciel. De par ses fonctionnalite´s, il est plus
performant que le logiciel GreenScilab. Il offre en effet des repre´sentations 3D plus
re´alistes et est bien adapte´ pour les aspects calibration du mode`le. Digiplante est
le logiciel le plus utilise´ par l’e´quipe et un grand nombre de partenaire pour la
plupart des applications (CIRAD-AMAP7, ITB8, CAU9, CAF10, INRA Grignon
. . . ).
• Pygmalion : il s’agit d’une plateforme de´veloppe´e tre`s re´cemment permettant a` son
utilisateur de cre´er son propre mode`le de croissance. De nombreux outils mathe´-
matiques sont e´galement mis a` disposition pour exploiter ce mode`le : identification
parame´trique, controˆle optimal, analyse de sensibilite´ . . .
• DGP SDK : ce logiciel se concentre principalement sur la simulation et la visuali-
sation 3D des plantes que ce soit a` l’e´chelle individuelle ou a` celle du paysage.
6http ://www.scilab.org/products/modules/pem/greenscilab
7UMR botAnique et bioinforMatique de l’Architecture des Plantes.
http ://amap.cirad.fr/fr/index.php
8Institut Technique de la Betterave. http ://www.itbfr.org/
9China Agricultural University. http ://www.cau.edu.cn/cie/en/
10Chinese Academy of Forestry. http ://www.caf.ac.cn/
16 Chapitre 1. Contexte et proble´matiques
1.2 Contexte scientifique
Les travaux de cette the`se ont e´te´ motive´s par les re´sultats de recherches sur la
structure des plantes et les processus biophysiques permettant sa mise en place. L’e´tude
botanique de la structure des plantes est re´cente. Les premiers travaux remontent aux
anne´es 1970 avec entre autres ceux de Halle´ and Oldeman (1970) et Halle´ et al. (1978).
Paralle`lement au de´veloppement de l’informatique, de nombreuses recherches ont ensuite
e´te´ mene´es pour l’obtention de structures 3D re´alistes. C’est dans ce contexte qu’ont e´te´
cre´e´s des mode`les de plante dits architecturaux (voir Kurth (1994a)). Plusieurs proce´de´s
ont e´te´ employe´s pour construire ces repre´sentations 3D. Parmis ceux-ci, l’utilisation de
L-syste`mes reste l’un des plus populaires. Les L-syste`mes sont des grammaires a` re´e´cri-
ture paralle`le ope´rant sur des chaˆınes de caracte`res11. A l’origine, ils ont e´te´ introduits
en 1968 par Lindenmayer pour mode´liser le de´veloppement d’organismes multicellulaires
simples, cf Lindenmayer (1968). Ce n’est que dans les anne´es 1980 qu’ils ont e´te´ envisa-
ge´s pour ge´ne´rer des structures de plantes, cf Aono and Kunii (1984) et Smith (1984).
Par la suite, les L-syste`mes ont connu un de´veloppement important dans ce domaine
(voir Prusinkiewicz and Lindenmayer (1990)). Afin de proposer des structures de plus
en plus re´alistes, plusieurs de´clinaisons ont alors vu le jour telles que les L-syste`mes sto-
chastiques, les L-syste`mes « context-sensitive » et les « relational growth grammars »
(pour ces derniers voir Kurth (1994b) et Kurth (2007)). Les L-syste`mes ont e´galement
e´te´ utilise´s dans le but de simuler le de´veloppement de la structure des plantes pour
certains mode`les de croissance structure-fonction (voir par exemple le mode`le ADEL
pour le ma¨ıs, Fournier and Andrieu (1999), le coton avec Hanan (2004) et le mode`le
L-PEACH pour les arbres, Allen et al. (2005)).
L’e´tude mathe´matique des structures de plante a e´te´ plus tardive. de Reffye (1979) a
e´te´ parmi les premiers a` mode´liser les me´canismes biophysiques de l’organogene`se12 du
cafe´ier avec des processus ale´atoires. Les diffe´rents modules composant la structure d’une
plante sont alors mis en place suivant un ensemble de re`gles probabilistes. La plante
toute entie`re devient donc un objet ale´atoire. Des calculs de distributions, de moyennes
et de variances ont e´galement e´te´ effectue´s notamment pour des organes occupant une
position particulie`re dans la configuration de la plante.
De nombreuses e´tudes probabilistes sur la structure des plantes ont ensuite e´te´ me-
ne´es par le groupe AMAP depuis les anne´es 1990. de Reffye et al. (1988), Costes et al.
(1992) proposent des mode`les d’organogene`se utilisant la the´orie du renouvellement.
Pour ce type de mode´lisation, il est possible de de´terminer la distribution du temps
entre les apparitions de deux phytome`res13 successifs le long d’un axe, cf Costes et al.
(1993). Des recherches ont ensuite e´te´ conduites sur la fac¸on dont les phytome`res se suc-
ce`dent le long d’un axe donne´ d’une plante, chacun de ces phytome`res e´tant caracte´rise´
par un ensemble de donne´es botaniques. Par exemple, Costes et al. (1994) s’inte´ressent a`
la re´partition des phytome`res le long d’un axe en fonction de la pre´sence ou non de fruit
sur les phytome`res en questions. Pour re´soudre le proble`me, les axes ont e´te´ imagine´s
11voir le chapitre 4 pour une de´finition et une e´tude comple`te des L-syste`mes
12processus de cre´ation d’organe
13La structure des plantes est un assemblage d’entite´s e´le´mentaires appele´es phytome`res, voir cha-
pitre 2
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comme e´tant la trajectoire d’une chaˆıne de Markov (l’e´tat initial de la chaˆıne est donne´
par le phytome`re a` la base de l’axe). Chaque phytome`re est alors caracte´rise´ par un
e´tat qui est la pre´sence de fruit ou non. D’autres donne´es peuvent eˆtre prises en compte
pour ce genre d’approche comme le nombre d’axes late´raux porte´s par un phytome`re,
voir Heuret et al. (2002). L’e´tude des caracte´ristiques botaniques des phytome`res le long
d’un axe a surtout e´te´ traite´e par Yann Gue´don. Son objectif est de repe´rer les zones
homoge`nes d’un axe, c’est-a`-dire des portions d’axe pour lesquelles les phytome`res qui
les composent pre´sentent des caracte´ristiques botaniques similaires. Pour ce faire, il uti-
lise la the´orie des chaˆınes de semi-Markov cache´es (Kulkarni (1995)). Chaque axe est
conside´re´ comme la trajectoire d’une chaˆıne de semi-Markov cache´e. Les phytome`res
sont caracte´rise´s par un e´tat ontoge´nique cache´ qui est observable par l’interme´diaire de
ses caracte´ristiques botaniques (voir Gue´don et al. (2003)). Le temps de se´jour des phy-
tome`res dans un e´tat ontoge´nique donne´ est repre´sente´ par une autre variable ale´atoire
qui est e´galement cache´ a priori. Ces travaux ont non seulement e´te´ applique´s sur de
vraies plantes (Heuret et al. (2003) et Gue´don (2005)) mais ont abouti e´galement a` des
re´sultats mathe´matiques portant sur l’estimation des chaˆınes de semi-Markov cache´es
(Gue´don (2003)) et l’analyse statistique de ces chaˆınes (par exemple quel est l’e´tat le
plus probable, cf Gue´don (2007)). Ces recherches ont ensuite e´te´ e´tendues aux arbres de
Markov cache´s pour lesquels c’est la structure de la plante toute entie`re qui est utilise´e
et non uniquement les axes (voir Durand et al. (2005)). Cette approche permet alors de
tenir compte de phe´nome`nes globaux a` l’e´chelle de la plante.
L’e´tude de l’agencement des phytome`res le long des axes a permis d’ame´liorer les
mode`les d’organogene`se de certains mode`les de croissance de plante structure-fonction.
C’est le cas du mode`le L-PEACH qui utilise les L-syste`mes pour ge´ne´rer ses structures de
plante. Un nouveau mode`le L-PEACH a ainsi vu le jour avec un mode`le d’organogene`se
couplant L-syste`mes et chaˆınes de semi-Markov cache´s (voir Lopez et al. (2008)). Le
mode`le obtenu est beaucoup plus flexible et les re´sultats de simulation concordent mieux
avec les plantes observe´es.
Inspire´e par les travaux de de Reffye (1979) et de Jaeger and de Reffye (1992), une
version stochastique du mode`le structure-fonction GreenLab (de´nomme´e GreenLab 2)
a e´te´ cre´e´e au de´but des anne´es 2000 (voir Kang et al. (2003) et Kang et al. (2008)). A
chaque e´tape de croissance, le comportement des bourgeons est dicte´ par un ensemble de
processus ale´atoires (processus de survie, de dormance, nombre ale´atoire d’axes late´raux
porte´s par un phytome`re, . . . ). L’espe´rance et la variance du nombre de phytome`res pour
une plante d’un aˆge donne´ ont e´te´ calcule´es explicitement graˆce a` la the´orie des processus
compose´s (Kang et al. (2008)). De plus, les e´quations du mode`le ont permis le calcul
de l’espe´rance et la variance de la quantite´ de biomasse produite a` un instant donne´.
Kang et al. (2007) ont e´galement e´crit les fonctions ge´ne´ratrices associe´es au nombre
de phytome`res dans une plante d’un aˆge donne´ graˆce a` une approche combinatoire.
Ainsi, la plante est code´e par un mot donnant sa composition. L’organogene`se est alors
caracte´rise´e par un ensemble de re`gles de production donnent les e´volutions de chacune
des lettres composant le mot. L’ide´e d’utiliser la combinatoire dans le cadre d’e´tudes
mathe´matiques pour la croissance des plantes n’est pas une ide´e nouvelle. Franc¸on (1990)
imaginait de´ja` tout le potentiel de la repre´sentation de la structure d’une plante par un
arbre binaire ce qui permettrait d’utiliser notamment des re´sultats et me´thodes d’analyse
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combinatoire (voir Flajolet and Sedgewick (2009)). La vision d’une plante en tant que
structure combinatoire a e´galement e´te´ perc¸ue par Viennot et al. (1989) pour des besoins
d’ordre graphique.
1.3 Proble´matiques et axes de de´veloppement
L’e´tude des structures des plantes et de leur mise en place est re´cente et de nombreux
proble`mes n’ont pas encore e´te´ re´solus. Le point qui ressort le plus est la multitude des
approches concernant la repre´sentation de l’organogene`se. En effet, un certain nombre
de formalismes a e´te´ introduit dans le but de simuler et d’e´tudier le de´veloppement de
la structure parmi lesquels nous pouvons citer la repre´sentation par des automates (cf
Zhao et al. (2001)), les processus de branchement multitypes (voir Kang et al. (2007) et
Loi and Courne`de (2008)) ou encore les L-syste`mes (cf Prusinkiewicz and Lindenmayer
(1990)). Ces diffe´rentes approches pre´sentent pourtant de tre`s fortes similitudes. Il serait
donc inte´ressant de les comparer, d’e´tablir des liens et de caracte´riser leurs diffe´rences
pour montrer ce que chacune d’entre elles peut apporter.
Un autre point est celui de la nature des objets e´tudie´s. Les e´tudes probabilistes se
sont concentre´es soit sur des calculs de distributions du nombre d’organes d’un type
donne´ soit sur l’agencement des phytome`res suivant un ensemble de caracte´ristiques
botaniques. La question de l’occurrence de motifs particuliers dans la structure d’une
plante n’a pas encore e´te´ aborde´e. Le terme motif de´signe par exemple un agencement
topologique pre´cis comme un embranchement14.
Il est e´galement clair que tout le potentiel de la combinatoire dans le cadre des
plantes n’a pas encore e´te´ de´voile´. Le lien entre plante et arbre planaire est intuitif. Il y
a donc beaucoup de re´sultats a` obtenir a` partir du vaste champs mathe´matique qu’est
la combinatoire.
Enfin, dans le cadre du mode`le de croissance GreenLab 2, il n’existe pas de me´thode
d’estimation ge´ne´rale pour les parame`tres lie´s au fonctionnement de la plante.
Dans le pre´sent manuscrit, nous tentons de re´pondre aux proble`mes e´voque´s ci-
dessus. La the`se porte sur l’e´tude d’une classe de mode`les de croissance de plante avec
organogene`se stochastique. Cette classe est repre´sente´e par un me´tamode`le se carac-
te´risant par deux processus biophysiques : le de´veloppement de la plante (i.e. la mise
en place de sa structure) et le fonctionnement (i.e. la cre´ation de biomasse par pho-
tosynthe`se et son allocation aux organes de la plante). Le me´tamode`le est alors e´tudie´
d’abord sous un angle probabiliste puis sous un angle combinatoire. Par le biais de ces
travaux, nous verrons les similitudes des diffe´rentes approches de mode´lisation existante
et ce que chacune d’entre elles peut apporter. Ces re´sultats sont e´galement utilise´s pour
l’estimation des parame`tres du me´tamode`le que ce soit au niveau de l’organogene`se ou
du fonctionnement.
Le me´tamode`le est introduit au chapitre 2. L’objectif est d’e´crire un mode`le suf-
fisament ge´ne´ral pour repre´senter une classe de mode`les de croissance de plante. En
premier lieu, nous pre´sentons le de´veloppement de la plante comme le couplage de
14la notion de motif est bien illustre´e dans le chapitre 5
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deux phe´nome`nes biologiques : l’organogene`se et la diffe´renciation. Les processus de
photosynthe`se et d’allocation lie´s au fonctionnement sont ensuite de´taille´s. Le mode`le
de croissance GreenLab est ensuite pre´sente´ comme un cas particulier du me´tamode`le
et sera utilise´ comme exemple d’application dans la suite de la the`se.
Dans le chapitre 3, nous pre´sentons et e´tudions un mode`le de de´veloppement sto-
chastique pour le me´tamode`le. L’organogene`se est alors le re´sultat d’un ensemble de
processus ale´atoires dictant le devenir des bourgeons a` chaque e´tape de croissance. Les
phase-types multivarie´es sont utilise´es pour mode´liser les changements d’e´tat (i.e. la
diffe´renciation) des bourgeons apicaux des axes. Une e´tude probabiliste du mode`le d’or-
ganogene`se est ensuite conduite. La dynamique d’e´volution des bourgeons est identifie´e
comme un processus de branchement multitype et les fonctions ge´ne´ratrices associe´es
au nombre d’organe de tout type sont e´crites. La finitude de la croissance de la plante
est e´galement e´tudie´e.
Le monde de la croissance ve´ge´tale est mis de coˆte´ pour celui de la combinatoire dans
le chapitre 4. Nous y pre´sentons en effet une me´thode qui trouvera son utilite´ dans le cha-
pitre suivant. L’objectif est le calcul de la distribution associe´e au nombre d’occurrences
d’un mot donne´ dans un texte ge´ne´re´ ale´atoirement par un L-syste`me stochastique. Pour
ce faire, une me´thode symbolique dans la tradition Flajolet (voir Flajolet and Sedgewick
(2009)) est de´veloppe´e pour l’e´tude des ensembles de mots ponde´re´s. Un structure de
semi-anneau est e´tablie afin de pouvoir e´crire une spe´cification approprie´e. Nous don-
nons e´galement deux the´ore`mes de de´composition qui contribuent a` l’obtention de cette
spe´cification. La me´thode symbolique est ensuite illustre´e au travers de deux exemples.
Un nouveau cadre de travail combinatoire est e´tabli pour le mode`le de de´veloppement
stochastique dans le chapitre 5. La structure d’une plante est code´e par un mot de Dyck
et les re`gles de production de l’organogene`se sont donne´es par un L-syste`me stochastique.
Graˆce aux re´sultats du chapitre 4, il devient alors possible de de´terminer la distribution
associe´e au nombre d’occurrences d’un motif pre´cis dans la structure de la plante. Nous
de´terminons par exemple la distribution du nombre d’apex ou encore de structures en
Y. Le chapitre se termine par la mise en place d’une me´thode d’estimation permettant
de retrouver les probabilite´s intervenant dans le mode`le de de´veloppement stochastiques
a` partir de donne´es botaniques lie´es a` la structure de la plante.
Les chapitres 6 et 7 sont de´die´s a` l’estimation des parame`tres lie´s au fonctionnement
du me´tamode`le. Ils apparaissent comme une application des re´sultats obtenus dans les
trois pre´ce´dents chapitres. Le chapitre 6 est purement bibliographique et porte sur un
ensemble de me´thodes d’infe´rence baye´siennes pour des mode`les de Markov cache´s. Nous
pre´sentons d’abord les mode`les statistiques mis en jeu et nous montrons comment les
adapter pour pouvoir faire l’estimation des parame`tres qui interviennent dans les mo-
de`les. Quatre me´thodes d’infe´rence sont ensuite pre´sente´es : le filtre de Kalman sans
parfum, le filtre particulaire, le filtre particulaire convole´ et le filtre particulaire Rao-
Blackwellise´. Dans le chapitre 7, nous appliquons ces me´thodes pour l’estimation des
parame`tres lie´s au fonctionnement du me´tamode`le. Ce dernier est alors pre´sente´ sous la
forme d’un mode`le de Markov cache´. Nous donnons e´galement un ensemble de recom-
mandations permettant la mise en œuvre pratique des me´thodes. Celles-ci sont ensuite
analyse´es et compare´es au travers de trois cas-tests reposant sur le mode`le GreenLab.
Nous proposons e´galement des estimateurs pour les bruits de mode´lisation et de mesure
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du mode`le ce qui, par bootstrap parame´trique, nous permet d’avoir la distribution a
posteriori des parame`tres et les intervalles de confiance associe´s. Le chapitre se termine
par une application sur donne´es re´elles avec le cas de la betterave sucrie`re.
Remarques pre´liminaires a` la lecture du manuscrit :
• Les diffe´rents termes botaniques employe´s dans la the`se sont re´sume´s dans un
glossaire, voir page 197 ;
• Tous les symboles introduits dans le manuscrit sont re´pertorie´s a` la page 199 ;
• Les chapitres 3, 4 et 5 (partie probabiliste et combinatoire) sont inde´pendants des
chapitres 6 et 7 (partie statistique). La lecture du chapitre 2 est indispensable
pour la compre´hension des deux parties.
Chapitre 2
Description d’une classe de mode`les
de croissance de plantes
Les travaux effectue´s dans cette the`se sont valables pour tout une classe de mode`les
de croissance de plantes. L’objectif de cette section est de pre´senter cette classe par le
biais d’un me´tamode`le note´ M. Celui-ci inte`gre dans son formalisme deux phe´nome`nes
biophysiques intervenant dans la plupart des mode`les structure-fonction (voir Le Roux
et al. (2001)) :
• le de´veloppement : mise en place de la structure de la plante ;
• le fonctionnement : ensemble des processus de cre´ation de biomasse1 par photo-
synthe`se et son allocation aux organes de la plante.
Ces processus sont de´crits au niveau macroscopique (c’est-a`-dire a` l’e´chelle de l’organe).
Nous commenc¸ons ce chapitre par la pre´sentation du de´veloppement de la plante (section
2.1). Le fonctionnement est ensuite de´taille´ dans la section 2.2. Un certain nombre de
mode`les structure-fonction correspond a` cette description dont le mode`le de croissance
GreenLab introduit dans la section 2.3. Ce mode`le sevira d’exemple d’application pour
la the`se.
N.B. 2.1 Le mode`le de de´veloppement de M sera comple´te´ par un mode`le de de´ve-
loppement stochastique S introduit dans le chapitre 3.
2.1 De´veloppement
Le de´veloppement d’une plante de´signe le processus de mise en place de sa structure.
Dans cette the`se, le de´veloppement est le re´sultat de deux phe´nome`nes biologiques :
• l’organogene`se : cre´ation de nouveaux organes par la plante ;
• la diffe´renciation : changement de classe physiologique du me´riste`me apical d’un
axe (voir la section 2.1.4).
1matie`re ve´ge´tale composant la plante
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Les trois premie`res sections sont de´die´es a` l’organogene`se (sections 2.1.1, 2.1.2 et
2.1.3). Plus pre´cise´ment, nous donnons quelques principes de mode´lisation permettant
de la simplifier et de l’e´tudier mathe´matiquement. La section 2.1.4 explique plus en
de´tails la diffe´renciation. Ensuite, le concept de structure est de´fini plus formellement,
cf section 2.1.5. La section 2.1.6 introduit des variables lie´es a` la composition de la
plante. Celles-ci vont jouer un roˆle important pour la suite de la the`se. La dernie`re
section s’inte´resse a` la repre´sentation des re`gles de production du de´veloppement sous
forme d’automates.
2.1.1 Me´riste`me et bourgeon
L’acteur principal de l’organogene`se est le me´riste`me primaire. Il s’agit d’un tissu
ve´ge´tal constitue´ de cellules indiffe´rencie´es. Ces cellules vont se diviser au cours de la
mitose et se diffe´rencier par la suite pour former de nouveaux organes (feuilles, fleurs,
fruits, . . .). Ce sont donc les me´riste`mes primaires qui construisent la structure de la
plante. On distingue principalement deux types de me´riste`mes primaires suivant leur
position sur la plante :
– Me´riste`me apical (e´galement appele´ apex) : ce me´riste`me est situe´ au bout d’un
axe (une tige, une branche ou une racine par exemple). Il est alors responsable de
l’expansion en longueur de cet axe.
– Me´riste`me axillaire : celui-ci est situe´ a` l’aisselle des feuilles. Dans ce cas, il peut
eˆtre a` l’origine d’un nouvel axe (= axe late´ral).
La figure 2.1 positionne les me´riste`mes primaires a` l’e´chelle de la plante.
Fig. 2.1 – Localisation des me´riste`mes primaires d’une plante.
Suivant le mode de fonctionnement du me´riste`me, la croissance de la plante peut
eˆtre continue ou rythmique. Il y a croissance continue lorsque le me´riste`me fonctionne
en permanence. La plante cre´e donc de nouveaux organes en continue. C’est le cas de
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nombreuses herbace´es et de certains arbres tropicaux (le genre Cecropia par exemple,
Letort et al. (2009)). Pour d’autres plantes, le me´riste`me marque des pauses dans son
fonctionnement. Ces pauses sont ge´ne´ralement synchronise´es avec des fluctuations en-
vironnementales mais restent parfois observe´es e´galement si la plante est place´e en en-
vironnement constant (Barthe´le´my and Caraglio (2007)). Dans ce cas, la croissance de
la plante est dite rythmique. Par exemple, la plupart des arbres en zone tempe´re´e sont
a` croissance rythmique. A l’approche de l’hiver, le me´riste`me cesse de se de´velopper et
reprend son activite´ au printemps. Ainsi, le cycle de de´veloppement dure un an (voir la
figure 2.4).
En ce qui concerne les plantes a` croissance rythmique, les me´riste`mes primaires
se situent a` l’inte´rieur des bourgeons. Pendant la pe´riode hivernale, des organes (les
primordia) se forment dans les bourgeons. Au printemps, ces derniers e´closent et les
organes apparaissent. Il est e´galement possible que des organes non pre´forme´s dans le
bourgeon apparaˆıssent par la suite de manie`re continue au cours de l’anne´e. On parle
alors de ne´oformation. On observe e´galement, comme chez le heˆtre (Nicolini (1997)), que
la croissance de la pousse annuelle peut eˆtre marque´e d’une ou plusieurs interruptions
pendant lesquelles peuvent se former des bourgeons fugaces. On parle alors de mono-
ou polycyclisme. Dans cette the`se, nous conside´rons seulement l’e´chelle de la pousse
annuelle.
Par la suite, afin de simplifier le processus d’organogene`se, nous ne ferons pas de
distinction entre le bourgeon et le me´riste`me qu’il contient. Les organes responsables
de l’organogene`se seront alors de´signe´s de fac¸on ge´ne´rale par le terme bourgeon. Le
vocabulaire utilise´ pour les me´riste`mes leur sera e´galement applique´ (bourgeon apical,
bourgeon axillaire, . . .). Les bourgeons n’existent en re´alite´ que chez les arbres. Chez les
plantes vertes par exemple, le me´riste`me n’est pas contenu dans un bourgeon. Du point
de vue mode´lisation, nous supposerons cependant que ceux-ci sont contenus dans des
bourgeons « fictifs » (voir Mathieu (2006)). L’ensemble sera alors e´galement de´signe´ par
le terme bourgeon.
2.1.2 Discre´tisation spatiale de la structure d’une plante
Phytome`re
La plante peut eˆtre conside´re´e comme un assemblage de structures e´le´mentaires
appele´es phytome`res (voir White (1979) et Barthe´le´my et al. (1997) ou encore la figure
2.5 pour un exemple). La fac¸on dont les phytome`res sont relie´s les uns aux autres
constitue la topologie de la plante. Un phytome`re est un ensemble d’organes compose´
essentiellement :
– d’un entrenœud (partie de la tige situe´e entre deux nœuds successifs, c’est-a`-dire
deux points d’insertion de feuilles successifs) ;
– d’une ou plusieurs feuilles constitue´es d’un limbe (surface de la feuille captant la
lumie`re) et d’un pe´tiole (tige raccordant le limbe a` l’entrenœud) ;
et potentiellement :
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– d’un bourgeon apical (aussi appele´ bourgeon terminal) ;
– de bourgeons axillaires (e´galement appele´s bourgeons late´raux) ;
– de fleurs ;
– de fruits.
D’autres organes peuvent eˆtre rattache´s au phytome`re. Par exemple, les racines sont
conside´re´es comme un organe attache´ au phytome`re situe´ a` la base de la plante. La
figure 2.2 donne un sche´ma d’un phytome`re.
Fig. 2.2 – Description d’un phytome`re. Le phytome`re de droite provient d’un Cecropia,
Letort et al. (2009) (le dessin est de Patrick Heuret).
Classes physiologiques
Le me´riste`me apical d’un axe peut produire des phytome`res ayant des caracte´ris-
tiques morphologiques (c’est-a`-dire lie´es a` son apparence externe) ou fonctionnelles dif-
fe´rentes en fonction de ce que l’on appelle son stade de diffe´renciation ou aˆge physio-
logique (voir Barthe´le´my and Caraglio (2007)). Il est alors possible de regrouper les
phytome`res e´mis par les me´riste`mes de meˆme aˆge physiologique en classes, que nous
appellerons classes physiologiques (ou CP en abre´ge´). Chaque classe physiologique est
alors caracte´rise´e par l’aˆge physiologique qui lui correspond. Pour la suite de la the`se,
nous de´signerons par classe physiologique d’aˆge k l’ensemble des organes associe´s a` l’aˆge
physiologique k.
La classe physiologique 1 est attribue´e a` l’axe situe´ a` la base de la plante (le tronc
pour un arbre par exemple). Le stade final de diffe´renciation se de´note par CPm ∈
N∗ et est attribue´ en ge´ne´ral a` des axes courts, fins et ne portant pas de branche.
Pour la plupart des plantes, un nombre maximal de 5 ou 6 CPs est suffisant pour
classer tous les axes (voir par exemple les cate´gories d’axes de´finies pour le ce`dre Cedrus
Atlantica, Sabatier and Barthe´le´my (1999)). Sauf quelques exceptions rares qui ne seront
pas e´tudie´es dans la the`se, un axe de classe physiologique i ne peut porter que des axes
late´raux de classe physiologique j supe´rieure (c’est-a`-dire i ≤ j, voir par exemple la
figure 2.3). Lorsque i = j, on parle de re´ite´ration.
N.B. 2.2 La graine sera conside´re´e comme un bourgeon de classe physiologique 1.
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N.B. 2.3 Attention a` ne pas confondre classe physiologique et ordre de ramification.
L’ordre de ramification se de´finit comme suit : l’ordre 1 est attribue´ a` l’axe principal
(le tronc par exemple) ; lorsqu’un axe late´ral est porte´ par un axe d’ordre k, celui-ci est
d’ordre k + 1. Il existe certaines plantes chez lesquelles ordre de ramification et classes
physiologiques co¨ıncident (le pin par exemple, Guo et al. (2007), ou encore la figure 2.6)
et d’autres non (le heˆtre, Letort et al. (2008b), et la figure 2.3).
Fig. 2.3 – Illustration des diffe´rentes classes physiologiques d’une plante. La classe 1 est
en bleu, la 2 en vert et la 3 en rouge. Dans cet exemple, classes physiologiques et ordres
de ramification ne co¨ıncident pas.
2.1.3 Discre´tisation temporelle de l’organogene`se
Cycle de de´veloppement
Dans la plupart des mode`les de croissance de plante, le processus d’organogene`se
est discre´tise´ en temps (voir par exemple les mode`les LIGNUM Perttunen et al. (1996),
GreenLab , Yan et al. (2004), et ADEL, Fournier and Andrieu (1998)). La croissance
de la plante peut alors s’e´crire sous la forme d’un syste`me dynamique discret. Par la
suite, nous appellerons cycle de de´veloppement le pas de temps associe´. Dans cette
the`se, nous le de´finissons de diffe´rentes fac¸ons suivant le type de croissance conside´re´.
Dans le cas d’une plante a` croissance rythmique, le cycle de de´veloppement est de´fini
comme le temps se´parant l’apparition de deux pousses successives (par exemple, le cycle
de de´veloppement est d’un an pour les arbres en zone tempe´re´e). Si la croissance est
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Fig. 2.4 – Croissance rythmique/continue et cycle de de´veloppement. Dans l’exemple
ci-dessus, un bourgeon produit trois phytome`res par cycle de de´veloppement dans le cas
rythmique.
continue, le cycle de de´veloppement est simplement de´fini comme le temps ne´cessaire au
me´riste`me apical de l’axe principal pour former un nouveau phytome`re (voir la figure
2.4). Dans ce cas, le cycle de de´veloppement est plus court et peut varier de quelques
jours a` quelques semaines. Par convention, le cycle de de´veloppement ze´ro marque le
de´but de la croissance (la plante est alors a` l’e´tat de graine).
La discre´tisation temporelle de l’organogene`se permet ainsi de simplifier conside´-
rablement sa mode´lisation. Que la croissance soit continue ou rythmique, le cycle de
de´veloppement sera de´crit de la fac¸on suivante : au de´but du cycle, les bourgeons de
la plante e´closent pour donner naissance a` de nouveaux phytome`res. Ces phytome`res
posse`dent des bourgeons apicaux et potentiellement des bourgeons axillaires. Ces bour-
geons pourront alors e´clore au de´but du cycle de de´veloppement suivant et engendrer
de nouveaux phytome`res.
Par la suite, nous appellerons unite´ de croissance l’ensemble des phytome`res produit
par un bourgeon durant un cycle de de´veloppement.
Notion d’aˆge
L’aˆge d’un axe ou d’un organe est donne´ par le nombre de cycles de de´veloppement
e´coule´s depuis sa cre´ation. Par convention, l’aˆge ze´ro est attribue´ aux axes ou organes qui
viennent d’eˆtre cre´e´s (les bourgeons entre autres ; dans ce cas, la graine sera conside´re´e
comme un bourgeon de classe physiologique 1 et d’aˆge 0). Plus ge´ne´ralement, l’aˆge d’une




En ge´ne´ral, un bourgeon apical est de la meˆme classe que le phytome`re qui le porte.
Cependant, il est possible que ce bourgeon change de classe (il se diffe´rencie) sous l’effet
du vieillissement. Ce phe´nome`ne est connu sous le nom de diffe´renciation (ou encore
de mutation). Un bourgeon apical de CP i ne peut se diffe´rencier que vers une classe j
supe´rieure (j > i). Le stade ultime de la diffe´renciation correspond en ge´ne´ral a` la mort
du bourgeon ou a` sa transformation en fleur.
Fig. 2.5 – Exemple de diffe´renciation. Sur l’axe principal, le bourgeon apical passe de
la classe physiologique 1 a` 2 apre`s 3 phytome`res, de la classe 2 a` 3 apre`s 2 autres et de
la classe 3 a` un bourgeon mort apre`s un dernier.
2.1.5 Structures
Une structure de classe physiologique i et d’aˆge k est la structure forme´e par l’en-
semble des phytome`res issus d’un bourgeon de CP i apre`s k cycles de de´veloppement.
Autrement dit, celle-ci peut eˆtre vue comme une « sous-plante » d’aˆge k dont la graine
serait un bourgeon de CP i. En particulier, une structure de classe physiologique i et
d’aˆge 0 est un bourgeon de CP i. Une plante d’aˆge k est une structure de CP 1 et d’aˆge
k. La figure 2.6 montre quelques exemples de structures.
Le concept de structure simplifie conside´rablement l’e´tude the´orique et la simulation
de la croissance. En effet, il est possible de de´composer la structure d’une plante en un
ensemble de structures plus jeunes. De fac¸on ge´ne´rale, une structure de CP i et d’aˆge
k peut se de´composer en une unite´ de croissance contenant des phytome`res de CP i et
un ensemble de structures de CP j ≥ i et d’aˆge k − 1. Cette description re´cursive de la
topologie de´bouche sur de nombreuses applications. Entre autre, elle est la cle´ de vouˆte
de nombreuses de´monstrations concernant l’e´tude de la structure d’une plante et de son
e´volution. Elle permet aussi un gain au niveau du temps de calcul pour la simulation
de la croissance d’une plante, la complexite´ des algorithmes passant d’exponentielle a`
polynomiale (voir la me´thode des sous-structures, Courne`de et al. (2006)).
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Fig. 2.6 – Exemples de structures. La plante ci-dessus est une structure de CP 1 et
d’aˆge 5.
2.1.6 Variables topologiques
Les variables topologiques sont lie´es a` la composition de la plante a` un cycle de
de´veloppement donne´. Afin de les introduire, nous associons a` chaque sorte d’organe
un symbole. Ainsi, les lettres b, e, l, p, fr, fl et r sont associe´es respectivement aux
bourgeons, entrenœuds, limbes, petioles, fruits, fleurs et racines. Parfois, il n’est pas
ne´cessaire de distinguer les parties pe´tiole et limbe des feuilles. Dans ce cas, les symboles
l et p sont remplace´s par un unique symbole f qui de´signe la feuille toute entie`re. Si
un organe est e´galement caracte´rise´ par une classe physiologique, celle-ci vient alors
comple´ter le symbole le de´crivant. Par exemple, un entrenœud de CP i sera repre´sente´
par le symbole ei. Par la suite, nous noterons B l’ensemble des symboles de´crivant les
bourgeons d’une plante donne´e :
B = {bi}i∈{1,...,CPm}
et O l’ensemble des symboles permettant de de´crire les autres organes (O ne contient
pas ne´cessairement tous les autres symboles possibles mais seulement ceux associe´s aux
organes pouvant potentiellement faire partie de la plante. Par exemple, si une plante ne
donne pas de fruit, le symbole fr ne sera pas pre´sent dans O).
N.B. 2.4 B repre´sente en fait l’ensemble des organes permettant l’extension de la
structure de la plante et qui sont amene´s a` e´voluer au fil des cycles de de´veloppement
tandis que O repre´sente, lui, les organes constituant son architecture et qui ne changent
pas.
Pour tout k ∈ N et a ∈ B∪O, soit Nak la variable donnant le nombre total d’organes
a au de´but du cycle de de´veloppement k (c’est-a`-dire avant l’e´tape d’organogene`se du
meˆme cycle). Ainsi, si a = b ∈ B, N bk donne le nombre de bourgeons b vivants au de´but
du cycle k et qui seront en activite´ lors de l’organogene`se du meˆme cycle (il s’agit des
bourgeons susceptibles de produire de nouveaux phytome`res au cycle k).
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N.B. 2.5 Pour tout organe o ∈ O, nous supposons par convention que la variable N ok
comptabilise tous les organes de type o cre´e´s depuis le cycle de de´veloppement 0, y
compris ceux qui sont morts.
N.B. 2.6 Les organes o ∈ O cre´e´s au cours de l’organogene`se du cycle de de´velop-
pement k sont comptabilise´s dans N ok+1 et non dans N
o
k . Le nombre d’organes o ∈ O
cre´e´s lors de l’organogene`se du cycle de de´veloppement k vaut N ok+1 −N ok . Ces organes
sont issus de bourgeons qui sont actifs lors de l’organogene`se du meˆme cycle (bourgeons
comptabilise´s dans la variable N bk).
N.B. 2.7 Etant donne´ que la graine est conside´re´e comme un bourgeon de CP 1 et
d’aˆge 0 au cycle de de´veloppement 0, on a N b0 = δb1(b) avec δb1 le symbole de Kronecker
centre´ en b1. Les organes o ∈ O issus de la germination de la graine sont comptabilise´s
dans N o1 .
Pour k ∈ N, soit Nk le vecteur de Ncard(B)+card(O) donnant la composition de la
plante au de´but du cycle k (avant l’e´tape d’organogene`se) :
Nk = (N
a
k )a∈B∪O, k ≥ 0, (2.1)
Le processus (Nn)n≥0 joue un roˆle important dans l’organogene`se et sera e´tudie´ dans
le chapitre 3. Enfin, pour (n1, n2) ∈ N2 avec n1 < n2, soit Nn1→n2 le vecteur de
N(n2−n1+1)card(N0) donnant l’e´volution de la composition de la plante du cycle n1 au
cycle n2 :
Nn1→n2 = (Nn1 , Nn1+1, . . . , Nn2) (2.2)
N0→n repre´sente l’e´volution de la structure de la plante d’aˆge n depuis sa cre´ation et
intervient dans les processus e´cophysiologiques de la croissance (voir la section 2.2 sur
le fonctionnement).
2.1.7 Repre´sentation par des automates
Au de´but de chaque cycle de de´veloppement, les bourgeons actifs de la plante peuvent
e´clore pour donner de nouveaux phytome`res. Nous appellerons re`gles de production l’en-
semble des e´volutions possibles associe´es a` chaque type de bourgeon. Si le de´veloppement
est de´terministe, alors un bourgeon d’un type donne´ n’a qu’une seule e´volution possible.
En revanche, si il est stochastique, ce meˆme bourgeon peut avoir plusieurs e´volutions
possibles. Dans ce cas, une probabilite´ d’occurrence est associe´e a` chacune de ces e´volu-
tions. Le de´veloppement stochastique de la plante sera pre´sente´ et e´tudie´ dans le chapitre
3.
Les re`gles de production de´finissent un ensemble d’axiomes permettant de construire
la structure topologique de la plante cycle de de´veloppement apre`s cycle de de´veloppe-
ment. Dans toute la the`se, nous faisons l’hypothe`se que les bourgeons se comportent
inde´pendamment les uns des autres. Concernant l’organogene`se, il existe plusieurs ma-
nie`res de repre´senter ces re`gles. La repre´sention la plus classique (et la plus visuelle)
est celle sous forme d’automates a` e´tats finis (Prusinkiewicz and Lindenmayer (1990),
Zhao et al. (2003)). Ces automates donnent le devenir de chaque bourgeon de la plante
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Fig. 2.7 – Exemple de re`gles de production de´terministes. Notons que, contrairement
a` ce qui est indique´ par les automates, les axes late´raux alternent quant a` leur position
par rapport a` l’axe principal. Cette repre´sentation est plus naturelle et ne change rien
quant a` la suite de la the`se.
apre`s une e´tape d’organogene`se. Supposons que nous disposons d’une plante d’aˆge n.
La plante d’aˆge n+ 1 s’obtient alors en remplac¸ant chaque bourgeon de la plante d’aˆge
n par l’une de ses e´volutions donne´es par les re`gles de production des automates. La
figure 2.7 donne des exemples d’automates de´terministes.
N.B. 2.8 Le terme automate de´signe ici un ensemble de re`gles permettant de construire
automatiquement la structure de la plante. Il ne correspond pas exactement a` la de´fi-
nition standard d’un automate utilise´e en informatique the´orique (voir Flajolet and
Sedgewick (2009)).
N.B. 2.9 Afin d’alle´ger l’e´criture des re`gles de production, seuls seront repre´sente´s
les automates des organes pouvant e´voluer d’un cycle de de´veloppement a` l’autre. Par
convention, les organes dont les automates d’e´volution ne sont pas repre´sente´s sont
conside´re´s inchange´s (du point de vue de leur nature botanique) au cours de la croissance
de la plante (les entrenœuds par exemple).
Il est e´galement possible de repre´senter les re`gles de diffe´renciation (appele´e aussi
mutation, voir la section 2.1.4) des bourgeons apicaux sous forme d’automate. Le chiffre
au-dessus de chaque fle`che indique le nombre de cycles apre`s lequel a lieu le change-
ment de classe physiologique. A chaque cycle de de´veloppement, les bourgeons de la
plante e´voluent donc non seulement selon les re`gles donne´es par les automates de l’or-
ganogene`se mais aussi selon celles donne´es par les automates associe´s au phe´nome`ne de
diffe´renciation. Il est donc ne´cessaire d’instaurer une priorite´ entre ces deux processus.
Par convention, la priorite´ est donne´e a` l’organogene`se. En conse´quence, a` un cycle de
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Fig. 2.8 – Exemple de re`gles de production couple´es avec de la diffe´renciation. La
priorite´ est accorde´e aux re`gles de l’organogene`se.
de´veloppement donne´, les bourgeons vont d’abord e´voluer suivant les re`gles de produc-
tion de l’organogene`se et ensuite suivre les re`gles de diffe´renciation (voir la figure 2.8
pour un exemple).
Il existe d’autre fac¸ons de repre´senter les re`gles de production. La repre´sentation
sous forme de grammaire formelle est tre`s pre´sente dans le milieu botanique (voir Smith
(1984), Viennot et al. (1989), Franc¸on (1990) ou Kurth (1996)). La structure de la plante
est donne´e par une succession de lettres appele´e mot. La grammaire formelle donne alors
un ensemble de re`gles (e´tablies a` partir des re`gles de production) permettant de faire
e´voluer le mot (et donc la structure de la plante). Une grammaire formelle fre´quemment
utilise´e est le L-syste`me, Prusinkiewicz and Lindenmayer (1990) (voir le chapitre 5 pour
une description comple`te).
2.2 Fonctionnement
Le fonctionnement de la plante est le re´sultat d’un certain nombre de processus
e´cophysiologiques. L’e´cophysiologie est le domaine de la biologie qui e´tudie le compor-
tement des organismes en interaction avec leur environnement. En ce qui concerne les
plantes, un phe´nome`ne e´cophysiologique de premie`re importance est la photosynthe`se.
Durant la photosynthe`se, l’eau et les sels mine´raux du sol ainsi que le dioxide de carbone
pre´sent dans l’air sont transforme´s en assimilats (sucres) graˆce a` l’e´nergie fournie par
la lumie`re. Au niveau des feuilles, la se`ve brute se transforme en se`ve e´labore´e. Celle-ci
contient les assimilats cre´e´s qui vont alors eˆtre distribue´s a` l’ensemble des organes en
expansion (= allocation). Ces assimilats seront de´signe´s par la suite sous le terme de
biomasse. Le fonctionnement de la plante repre´sente ainsi l’ensemble des processus de
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cre´ation de biomasse par photosynthe`se et son allocation aux organes en expansion.
L’objectif de cette section est de pre´senter le mode`le retenu pour le fonctionnement
du me´tamode`leM. Les phe´nome`nes implique´s sont en re´alite´ tre`s complexes mais nous
allons adopter ici un point de vue macroscopique qui nous permet de pre´senter un
cadre tre`s ge´ne´rique pour leur mode´lisation. Les hypothe`ses de validite´ du mode`le de
fonctionnement sont les suivantes :
– le fonctionnement est discre´tise´ en temps et le pas de temps associe´ est celui du
de´veloppement (i.e. le cycle de de´veloppement) ;
– la production de biomasse de´pend de la surface foliaire, que ce soit a` l’e´chelle de
la plante ou a` l’e´chelle individuelle ;
– l’allocation se fait a` l’e´chelle de l’organe ;
– la production de biomasse et son allocation ne de´pendent pas de la topologie de
la plante.
Le mode`le de croissance TOMSIM de´die´ a` la tomate (voir Heuvelink (1996) et Heu-
velink (1999)) peut s’inscrire dans un tel cadre. Le mode`le GreenLab e´galement, voir la
section 2.3.
La section 2.2.1 pre´sente le mode`le associe´ a` la production de biomasse et la section
2.2.2 celui associe´ a` son allocation. Ensuite, nous expliquons comment ces phe´nome`nes
s’inte`grent dans le cycle de de´veloppement (cf section 2.2.3). La plupart des fonctions
pre´sente´es par la suite de´pendent d’un vecteur de parame`tres Θfonc caracte´risant le
fonctionnement d’une plante donne´e. Θfonc est inconnu a priori et doit eˆtre estime´ a`
partir de donne´es expe´rimentales (voir le chapitre 7).
2.2.1 Photosynthe`se
Nous pre´sentons le mode`le associe´ a` la production de biomasse par photosynthe`se.
Nous rappelons que, afin de simplifier le me´tamode`leM et l’e´tude qui en sera faite par la
suite, le processus de photosynthe`se est discre´tise´ en temps et que le pas de temps choisi
est le cycle de de´veloppement (le meˆme pas de temps que celui de l’organogene`se). Pour
n ∈ N∗, soit Qn la quantite´ totale de biomasse cre´e´e au cours du cycle de de´veloppement




n , N0→n, En,Θfonc), n ≥ 1. (2.3)
avec Φn une fonction bore´lienne. S
act
n est un vecteur dont les composantes donnent les
surfaces de toutes les feuilles de la plante au cours du cycle n. Le vecteur En traduit
l’impact de l’environnement sur la quantite´ de biomasse cre´e´e. Suivant les mode`les de
croissance de plante conside´re´s, En incorpore les effets lie´s a` la tempe´rature de l’air,
l’ensoleillement et l’apport en eau. En est donc le re´sultat d’un ensemble de donne´es
expe´rimentales associe´es a` l’environnement de la plante. Notons e´galement que Qn de´-
pend du vecteur topologique N0→n. Cela est duˆ au fait que la quantite´ de biomasse cre´e´e
de´pend du nombre de feuilles dans la plante ainsi que de leur surface individuelle. Ces
diffe´rentes donne´es sont lie´es a` l’historique d’e´volution de la plante et donc a` N0→n.
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N.B. 2.10 Au cycle de de´veloppement 0, la plante est a` l’e´tat de graine. La quan-
tite´ de biomasse Q0 disponible au cours du meˆme cycle n’est alors pas produite par
photosynthe`se mais est contenue dans la graine.
2.2.2 Allocation de la biomasse
La biomasse cre´e´e Qn est ensuite distribue´e a` l’ensemble des organes en expansion
au cycle de de´veloppement n. Pour tout o ∈ O, soit T oexp le temps d’expansion associe´ a`
un organe de type o. Celui-ci correspond au nombre de cycles de de´veloppement durant
lequels un organe o consomme de la biomasse. Ainsi, un organe o cre´e´ au cycle n (et
comptabilise´ dans N on+1) rec¸oit durant son expansion de la biomasse en provenance de
Qn pour la premie`re fois et de Qn+T oexp−1 pour la dernie`re fois.
La quantite´ de biomasse rec¸ue par un organe de´pend de son type o ∈ O, de son aˆge
k et du cycle de de´veloppement n en cours. Elle de´pend aussi de N0→n+1 car l’allocation
de´pend du nombre total d’organes en expansion durant le cycle de de´veloppement actuel
(la biomasse doit eˆtre partage´e entre les diffe´rents organes en expansion). Pour tout
o ∈ O et l ∈ {0, . . . , T oexp − 1}, soit Alo,ln (Qn, N0→n+1,Θfonc) la quantite´ de biomasse
alloue´e a` un organe o d’aˆge l au cycle de de´veloppement n, c’est-a`-dire a` partir de Qn.
Pour k ∈ {1, . . . , n}, la masse M on,k d’un organe o d’aˆge k au cycle de de´veloppement n




Alo,ln−k+l(Qn−k+l, N0→n−k+1+l,Θfonc), 1 ≤ n et 1 ≤ k ≤ n. (2.4)
N.B. 2.11 L’e´quation pre´ce´dente n’est pas de´finie pour les organes d’aˆge 0. Nous adop-
tons la convention qu’un organe d’aˆge 0 posse`de une masse nulle (aucune biomasse ne
lui a encore e´te´ alloue´e). Ce n’est seulement qu’a` la fin de son premier cycle de de´-
veloppement que celui-ci rec¸oit de la biomasse pour la premie`re fois (voir la section
2.2.3).
2.2.3 Inte´gration dans le cycle de de´veloppement
De´roulement d’un cycle de de´veloppement
A chaque cycle de de´veloppement, trois phe´nome`nes biophysiques se produisent :
l’organogene`se, la photosynthe`se et l’allocation. L’objectif de ce paragraphe est de pre´-
senter le de´roulement du cycle de de´veloppement de fac¸on ge´ne´rale et de pre´ciser entre
autre comment ces phe´nome`nes sont lie´s les uns aux autres.
N.B. 2.12 Du point de vue mode´lisation, nous supposons que la diffe´renciation des
bourgeons apicaux (si elle a lieu) s’effectue au niveau de l’e´tape d’organogene`se, juste
apre`s la cre´ation des nouveaux organes. Ce choix est cohe´rent avec les priorite´s e´tablies
pour les re`gles de production (voir la section 2.1.7).
Chaque cycle de de´veloppement n ≥ 1 de´bute par la photosynthe`se. La plante syn-
the´tise alors une quantite´ Qn de biomasse. Puis, le cycle se poursuit avec l’e´tape d’orga-
nogene`se. Les bourgeons cre´ent de nouveaux phytome`res suivant un ensemble de re`gles
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Fig. 2.9 – Principales e´tapes de la croissance.
de production. Les organes ainsi cre´e´s posse`dent un aˆge 0. La biomasse Qn est ensuite
re´partie entre les diffe´rents organes en expansion (incluant les organes d’aˆge 0). Au
de´but du cycle n+ 1, tous les organes voient leur aˆge augmenter de un.
Le cycle 0 est le´ge`rement diffe´rent puisque la biomasse n’est pas cre´e´e par photosyn-
the`se mais provient des re´serves contenues dans la graine. Durant ce cycle, l’organoge-
ne`se est le re´sultat de la germination de la graine. Le de´roulement de la croissance de
la plante est re´sume´e dans la figure 2.9.
Prenons, par exemple, la plante dont l’e´volution est donne´e par la figure 2.7. Suppo-
sons que T oexp = 2, pour tout o ∈ O. Au de´but du cycle de de´veloppement 1, la plante
est constitue´e d’un entrenœud et d’un bourgeon apical de CP 1, d’un bourgeon axillaire
de CP 2 et d’une feuille. Tous ces organes sont aˆge´s d’un cycle. Toujours au de´but de
ce meˆme cycle, elle produit une quantite´ Q1 de biomasse par photosynthe`se. Ensuite, le
bourgeon de CP 1 va cre´er un phytome`re de CP 1 et le bourgeon de CP 2 un phytome`re
de CP 2 (ces organes ont un aˆge de 0 cycle). Ces deux phytome`res posse`dent alors une
masse nulle et ne sont pas encore visibles sur la plante. Enfin, la biomasse Q1 est distri-
bue´e a` l’ensemble des organes en expansion (dans ce cas, les organes d’aˆge 0 et 1). Au
de´but du cycle 2, les phytome`res cre´e´s au cycle 1 apparaissent physiquement (puisqu’ils
ont une masse) et leur aˆge passe de 0 a` 1 cycle.
Equation re´currente de photosynthe`se
A partir des e´quations e´crites dans la section 2.2.2, il est possible d’e´crire l’e´quation
de production (2.3) de fac¸on re´currente. En effet, nous allons montrer que, a` un cycle
n donne´, la quantite´ de biomasse Qn cre´e´e est une fonction de Qk avec k ≤ n − 1. La
photosynthe`se au cycle n de´pend en fait des surfaces des feuilles actives durant ce meˆme
cycle. On qualifie d’active toute feuille susceptible d’intercepter la lumie`re du soleil
durant la photosynthe`se. Chez certaines plantes comme la betterave, il est possible que
les feuilles soient actives pendant plusieurs cycles de de´veloppement avant de mourir.
Dans le me´tamode`le M, la se´nescence des feuilles est prise en compte en introduisant
un temps d’activite´. Soit alors Tact ∈ N∗ le nombre de cycles de de´veloppement durant
lesquels une feuille est active (pour les arbres en zone tempe´re´e, Tact = 1 : les feuilles
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apparaissent au printemps et tombent en automne). Pour n ∈ N∗ et k ∈ {1, . . . , Tact},
soit Sn,k la surface d’une feuille active d’aˆge k au cycle de de´veloppement n. La biomasse
Qn cre´e´e est alors une fonction de :
– Sn,1,. . ., Sn,Tact si n ≥ Tact ;
– Sn,1,. . ., Sn,n si n < Tact.
De fac¸on ge´ne´rale, on a donc plus pre´cise´ment :
Qn = Φn(Sn,1, . . . , Sn,min(n,Tact), N0→n, En,Θfonc), n ≥ 1. (2.5)
N.B. 2.13 Une feuille ne peut eˆtre active que si elle a une surface et donc une masse.
Ainsi, si une feuille est cre´e´e au cycle de de´veloppement n, elle ne sera pas active durant
ce meˆme cycle puisque sa masse est nulle. Par contre, elle le sera au cycle n+ 1 et ceci
jusqu’au cycle n+ Tmax.
La surface d’une feuille est relie´e a` la masse de son limbe graˆce a` une fonction de




n,k) 1 ≤ n et 1 ≤ k ≤ n (2.6)
avec l ∈ O le symbole de´signant le limbe d’une feuille. La biomasse cre´e´e Qn est donc
une fonction de M ln,k avec k ∈ {1, . . . ,min(n, Tact)}. Or, d’apre`s l’e´quation (2.4), M ln,k
est une fonction de Qn−k+m avec m ∈ {0, . . . ,min(k, T lexp)− 1}. Dans ce cas, l’e´quation
de production peut se re´e´crire comme une fonction, que nous noterons encore Φn, des
biomasses cre´e´es aux cycles k ∈ {n−min(n, Tact), . . . , n− 1} :
Qn = Φn(Q(n−Tact)+ , . . . , Qn−1, N0→n, En,Θfonc), n ≥ 1. (2.7)
avec (n − Tact)+ def= max(n − Tact, 0) = n − min(n, Tact). Cette e´quation joue un roˆle
capital pour l’estimation du jeu de parame`tres Θfonc car elle permet d’e´crire le syste`me
dynamique sous la forme d’un mode`le de Markov cache´ (voir le chapitre 7).
N.B. 2.14 Les massesM ln,k avec k ∈ {1, . . . ,min(n, Tact)} de´pendent aussi deN0→n−k+m
avec m ∈ {1, . . . ,min(k, T lexp)}. Or, d’apre`s l’e´quation (2.2), toute l’information conte-
nue dans N0→m l’est aussi dans N0→m′ si m ≤ m′. Ainsi, nous retrouvons que Qn ne
de´pend que de N0→n.
2.3 Exemple du mode`le GreenLab
Nous pre´sentons dans cette section les principales caracte´ristiques du mode`le de
croissance de plante GreenLab. Une description comple`te du mode`le est donne´e dans
Mathieu (2006) et Letort (2008) (en particulier, les calculs menant aux e´quations pre´-
sente´es dans ce qui suit). GreenLab appartient a` la classe des mode`les de croissance de
plantes de´finie par le me´tamode`leM. Il sera choisi comme exemple d’application par la
suite.
Le mode`le GreenLab est un mode`le ge´ne´rique de croissance de plante (c’est-a`-dire
qu’il n’est pas de´die´ a` une espe`ce de plante en particulier). Il peut en effet aussi bien
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eˆtre utilise´ pour des petites plantes comme l’Arabidopsis (une vingtaine de centime`tres,
voir Christophe et al. (2008)) que pour des grands arbres comme le heˆtre (une dizaine
de meˆtres, voir Letort et al. (2008a)). Dans cette the`se, nous nous inte´ressons a` la
croissance de la plante isole´e : l’interaction entre la croissance de la plante et celle
de ces voisines n’est pas prise en compte. Le passage au peuplement a e´te´ de´ja` traite´
en partie (voir Courne`de et al. (2008) pour les questions de compe´tition ou encore
Le Chevalier (2010) pour les paysages fonctionnels) et fait encore l’objet de recherches.
Les mode`les de peuplement inte`grent en outre la compe´tition concernant le partage des
ressources naturelles (lumie`re, eau, . . .). Cela ne sera pas pris en compte ici. De meˆme,
les e´quations pre´sente´es par la suite sont valables pour un mode`le GreenLab dans lequel
la croissance secondaire ne de´pend pas de la topologie. Nous ne conside´rons donc pas le
cas ou` l’allocation a` la croissance secondaire se fait selon le principe du « pipe model »,
dans lequel la croissance en e´paisseur d’un entrenœud de´pend de la surface des feuilles
actives situe´es au dessus de lui dans la topologie de la plante (voir Shinozaki et al. (1964)
et Letort (2008)).
2.3.1 Description des processus biophysiques
Nous reprenons chacun des processus biophysiques du fonctionnement de´taille´s pre´-
ce´demment et les de´crivons dans le cadre du mode`le GreenLab. Le mode`le de de´velop-
pement n’est pas explique´ car il est pratiquement identique au mode`le de la section 2.1
a` quelques mots de vocabulaire pre`s.
Photosynthe`se
L’un des objectifs de GreenLab est de proposer un mode`le de croissance prenant
en compte les e´le´ments e´cophysiologiques essentiels tout en conservant une formulation
mathe´matique simple. Dans cette optique, le processus de photosynthe`se se re´sume
a` une seule e´quation inte´grant les effets cumule´s sur un cycle de de´veloppement de
plusieurs phe´nome`nes biophysiques tels que le transport de l’eau ou encore l’impact des
conditions environnementales (tempe´rature, ensoleillement, . . .). En outre, dans un souci
de simplicite´, le mode`le GreenLab n’inte`gre pas dans ses e´quations la position spatiale
des organes et notamment celle des feuilles pour la photosynthe`se. Ainsi, l’interception
lumineuse n’est pas calcule´e de fac¸on exacte mais est mode´lise´e par une loi de type
Beer-Lambert (voir Marcelis et al. (1998)). La surface foliaire interceptant la lumie`re










n ≥ 1. (2.8)





N ln+1−k −N ln−k
)
Sn,k n ≥ 1. (2.9)
avec l ∈ O le symbole de´signant le limbe d’une feuille. kb est le coefficient d’extinction
de la loi de Beer-Lambert. Celui-ci est lie´, botaniquement parlant, a` l’inclinaison des
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feuilles et a` la direction moyenne du rayonnement lumineux. Sp est une surface foliaire
caracte´ristique. Elle est spe´cifique a` un mode`le de plante donne´. Elle peut parfois s’inter-
pre´ter comme la projection du couvert ve´ge´tal sur le sol suivant la direction moyenne du
rayonnement lumineux. Bien que les hypothe`ses validant l’utilisation de la loi de Beer-
Lambert soient rarement ve´rifie´es dans la re´alite´ (feuilles infiniment petites et re´parties
ale´atoirement de fac¸on uniforme sur la plante), l’approximation faite par l’e´quation (2.8)
sur la surface foliaire interceptant la lumie`re reste bonne en pratique.
La quantite´ Qn de biomasse cre´e´e au cours du cycle de de´veloppement n est propor-










n ≥ 1. (2.10)
µ est un parame`tre permettant de calibrer au mieux la production photosynthe´tique
pour un mode`le de plante donne´. En traduit toujours l’impact de l’environnement au
cycle n. Les donne´es expe´rimentales utilise´es sont des moyennes observe´es sur un cycle
de de´veloppement. Lorsque seul l’ensoleillement est pris en compte (dans un soucis de
simplification du mode`le ou par manque d’autres donne´es environnementales), l’e´quation
(2.10) est e´quivalente a` l’e´quation de production de Monteith (voir Monteith (1977)),
initialement e´tablie dans le cadre des cultures en champs mais adapte´e pour l’e´tude de
la plante isole´e :









n ≥ 1. (2.11)
PAR signifie Photosynthetically Active Radiation. PARn repre´sente l’e´nergie lumineuse
totale rec¸ue par unite´ de surface si toute l’e´nergie lumineuse incidente est absorbe´e par
le couvert ve´ge´tal dans la gamme de longueur d’onde utile pour la photosynthe`se. RUE
signifie Radiation Use Efficiency. Il s’agit d’un coefficient de conversion de l’intensite´
lumineuse rec¸ue en biomasse produite. Ainsi, PARnRUE donne la quantite´ de biomasse
produite au cycle n par me`tre carre´ de couvert ve´ge´tal. En multipliant par la SIL, nous
obtenons bien Qn.
N.B. 2.15 Le vecteur de parame`tres endoge`nes Θfonc contient µ (respectivementRUE),
kb et Sp si l’e´quation de photosynthe`se utilise´e est (2.10) (respectivement (2.11)).
Allocation
L’allocation se fait selon un mode`le sources-puits. Les organes sources sont ceux qui
participent a` la production de biomasse (les feuilles dans la majotite´ des cas). Les organes
puits consomment la biomasse. Il s’agit donc de l’ensemble des organes en expansion.
Supposons qu’une quantite´ Qn de biomasse ait e´te´ produite par photosynthe`se au cours
du cycle n. Chacun des organes en expansion rec¸oit alors un certain pourcentage de Qn
qui correspond a` sa demande relative en biomasse (mode`le d’allocation proportionnelle,
Warren-Wilson (1972)). C’est l’hypothe`se du pool commun. La demande d’un organe
repre´sente sa capacite´ a` attirer les assimilats cre´e´s lors de la photosynthe`se. Elle est
mesure´e par une fonction puits. Plus le puits d’un organe est e´leve´ par rapport aux
autres, plus celui-ci rec¸oit de biomasse. Nous supposons que le puits ne de´pend que du
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type o ∈ O de l’organe ainsi que de son aˆge. En outre, il ne de´pend pas de sa position






1− k + 0.5
T oexp
)βo−1
k ∈ {0, . . . , T oexp − 1}. (2.12)
αo et βo sont des parame`tres permettant de controˆler la forme des puits (voir le Nota
Bene 2.16 ci-dessous). Po de´signe la force de puits d’un organe. No est une constante
de normalisation choisie de sorte que max
k∈{0,...,T oexp−1}
po(k) = Po. Po, αo et βo sont des
parame`tres inconnus a priori et font partie de Θfonc.
N.B. 2.16 La fonction puits po est en fait proportionnelle a` la densite´ d’une loi beˆta
de parame`tres αo et βo. Ce choix se justifie par la richesse des types de courbes obtenues
en ne modifiant que les parame`tres αo et βo (voir la figure 2.10). Il est ainsi possible
d’obtenir toutes sortes de fonctions puits en ne calibrant seulement que deux parame`tres
ce qui est be´ne´fique pour l’estimation des parame`tres du mode`le (voir Yin et al. (2003)).
N.B. 2.17 Si T oexp ≤ 2, d’autres fonctions puits peuvent eˆtre propose´es afin d’e´viter
une surparame´trisation du mode`le (voir la section 7.3).
Fig. 2.10 – Les diffe´rentes formes possibles de la densite´ de la loi beta de parame`tres
(α, β)
La demande relative en biomasse d’un organe est le rapport entre la demande d’un
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po(k) n ≥ 0. (2.13)
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La quantite´ de biomasse Alo,ln (Qn, N0→n+1,Θfonc) alloue´e a` un organe o d’aˆge l au cycle
de de´veloppement n est alors donne´e par :







En reprenant l’e´quation (2.4), la masse M on,k d’un organe o d’aˆge k et cre´e´ au cycle n







1 ≤ n et 1 ≤ k ≤ n. (2.15)
N.B. 2.18 En ge´ne´ral, dans GreenLab, la fonction de densite´ (voir l’e´quation (2.6)) ne




n,k/e 1 ≤ n et 1 ≤ k ≤ n
avec e la densite´ surfacique des feuilles. En combinant les e´quations (2.10), (2.9), (2.13)
et (2.15), nous obtenons l’e´quation re´currente de photosynthe`se (2.7).
N.B. 2.19 L’hypothe`se d’un pool commun a e´te´ introduite dans GreenLab afin de
simplifier le mode`le d’allocation. Une telle hypothe`se sugge`re que la quantite´ de biomasse
rec¸ue par un organe ne de´pend pas de sa position sur la plante. Cependant, celle-ci n’est
pas toujours ve´rifie´e (elle est valable par exemple pour la tomate, Heuvelink (1995), mais
pas pour la vigne, Pallas et al. (2009)). Ge´ne´ralement, elle est valable pour les petites
plantes mais est rarement vraie chez les arbres pour lesquels la re´partition de la biomasse
se fait plus localement (phe´nome`ne lie´ au proble`me de transport des assimilats).
2.3.2 Algorithme de croissance
Soit Tsim ∈ N∗ le temps maximal de simulation (en cycle de de´veloppement). Le
mode`le de croissance GreenLab peut se re´sumer par l’algorithme suivant :
Algorithme 1 : Mode`le de croissance GreenLab
• Initialisation : cycle 0
$ Etat initial de la plante :
- Poser Na0 = δb1(a), a ∈ B ∪ O.
- Poser N0 = (. . . , N
a
0 , . . .)b∈B∪O.
- Poser Q0 : biomasse contenue dans la graine.
$ organogene`se :
- Calculer N1 a` partir de N0 et des re`gles de production.
$ Allocation :
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- Pour o ∈ O :
- calculer la masse des organes au de´but du cycle 1 :





- Pour n = 1, . . . , Tsim, faire :
$ Photosynthe`se du cycle n :

























$ organogene`se du cycle n :
- Calculer Nn+1 a` partir de Nn et des re`gles de production.
$ Allocation du cycle n :
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- Pour o ∈ O et k = 1, . . . , n+ 1, faire :








L’initialisation correspond au cycle 0 de la croissance. La plante est alors a` l’e´tat
de graine. Le vecteur N0 ne contient donc que des composantes nulles a` l’exception de
celle correspondant a` un bourgeon de CP 1 qui vaut 1. La graine germine ensuite pour
faire apparaˆıtre les premiers organes de la plante qui seront comptabilise´s dans N1 (les
bourgeons qui seront actifs au cycle de de´veloppement 1 sont entre autre cre´e´s lors de
cette e´tape). Les organes fraˆıchement cre´e´s rec¸oivent une fraction de la biomasse Q0
contenue dans la graine correspondant a` leur demande relative. Au de´but du cycle 1,
ces organes deviennent visibles sur la plante et sont aˆge´s d’un cycle. De fac¸on ge´ne´rale,
le cycle n ≥ 1 de´bute par la photosynthe`se. Cette e´tape commence par le calcul de la
surface foliaire active totale Stotn qui s’exprime en fonction des masses des limbes calcule´es
lors du cycle pre´ce´dent. La quantite´ de biomasseQn est ensuite de´termine´e par l’e´quation
(2.10). Puis, le cycle continue avec la cre´ation de nouveaux organes (comptabilise´s dans
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Nn+1) par les bourgeons actifs de la plante (comptabilise´s dans Nn). Enfin, l’e´tape
d’allocation de´bute par le calcul de la demande totale de la plante. La biomasse Qn
est alors distribue´e a` l’ensemble des organes en expansion en fonction de leur demande
relative. Le cycle se termine par le calcul des nouvelles masses des organes (masses
visibles sur la plante au de´but du cycle suivant). L’aˆge de la plante (et de tous ses
organes) augmente alors de 1.
2.3.3 Les diffe´rentes versions du mode`le
Il existe plusieurs versions du mode`le GreenLab diffe´rant chacune par le type d’organo-
gene`se conside´re´ et la pre´sence ou non de re´troaction du fonctionnement de la plante
sur son de´veloppement.
La premie`re version de GreenLab , nomme´e GL1, se caracte´rise par une organoge-
ne`se de´terministe et inde´pendante du fonctionnement de la plante (voir de Reffye et al.
(2003)). Bien qu’e´tant la version la plus simple a` ce jour, celle-ci trouve de nombreuses
applications (le ma¨ıs, Guo et al. (2006), la betterave, Lemaire et al. (2008), la tomate,
Dong et al. (2008) ou encore le coton, Dong et al. (2009)). La de´composition de la plante
selon un ensemble de structures identiques (voir la me´thode des sous-structures, Cour-
ne`de et al. (2006)) permet un gain computationnel important (le temps de simulation
passe d’exponentiel a` polynomial).
La seconde version (GL2, voir Kang et al. (2008)) introduit un mode`le d’organo-
gene`se stochastique (voir le chapitre 3 pour plus de de´tails) toujours inde´pendant du
fonctionnement. Ceci permet d’inte´grer simplement dans le mode`le d’organogene`se des
phe´nome`nes naturels impre´visibles (bourgeon mange´ par les insectes,. . .) ou encore des
processus de de´veloppement encore mal compris (nombre variable de phytome`res en-
gendre´s par un bourgeon,. . .). Il est ainsi possible de simuler la varie´te´ architecturale
au sein d’une meˆme espe`ce de plante. Ce mode`le s’applique a` des plantes comme le pin
sylvestre (varie´te´ mongolienne), Wang et al. (2010).
Le mode`le GL3 revient a` un mode`le d’organogene`se de´terministe mais introduit une
re´troaction du fonctionnement sur le de´veloppement (voir Mathieu (2006) and Mathieu
et al. (2009)). Ainsi, les re`gles de production associe´es au de´veloppement des bourgeons
de´pendent d’une variable rendant compte de la compe´tition trophique au sein de la
plante. A un cycle de de´veloppement donne´, cette variable est en fait le rapport entre la
biomasse disponible et la demande totale des organes en expansion. Si le rapport offre
sur demande est e´leve´, alors les bourgeons produiront de nouveaux phytome`res. En re-
vanche, dans le cas contraire, un grand nombre de bourgeons restera inactif durant le
cycle en question et ne produira rien. Un tel mode`le permet de prendre en compte l’im-
pact de l’environnement sur le de´veloppement architectural de la plante. Ainsi, suivant
les conditions environnementales conside´re´es, une meˆme plante posse`dera des structures
diffe´rentes. Cette version de GreenLab permet une meilleure compre´hension de la crois-
sance et gagne en popularite´. Elle est applique´e entre autre sur la tomate (Kang et al.
(2010)), le poivron (Ma et al.) et le heˆtre (Letort et al. (2008a)).
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Le mode`le GL4 inte`gre l’organogene`se stochastique de GL2 et la re´troaction de GL3.
Ainsi, les probabilite´s associe´es aux re`gles de production de´pendent de la compe´tition
trophique (c’est-a`-dire de l’offre de biomasse sur la demande totale). Ce mode`le est
encore a` l’e´tude et n’a pas pour le moment de forme de´finitive. Un premier essai a
cependant e´te´ effectue´ sur la vigne, Pallas et al. (2009) et Pallas et al. (2010).
Un dernier mode`le (GL5) est en cours de de´veloppement. Celui-ci se focalise plus




de´veloppement de la plante
Le de´veloppement des bourgeons peut eˆtre influence´ par un certain nombre de fac-
teurs qui affectent leur comportement. Ces facteurs peuvent eˆtre externes a` la plante
(bourgeons mange´s par des insectes, incidents me´te´orologiques, . . .) ou internes (pro-
cessus de de´veloppement dont la me´canique n’est pas entie`rement comprise ou trop
complexe) et sont souvent difficiles a` pre´voir ou mal compris. Afin d’e´tudier au mieux la
croissance des plantes en question, il est bien de les prendre en compte et de les inte´grer
dans le mode`le. Il en re´sulte que le comportement des bourgeons n’est plus certain et
que plusieurs e´volutions sont possibles lors de leur de´veloppement. Dans ce cas, une pro-
babilite´ d’occurrence est associe´e a` chacune de ces e´volutions. Nous pouvons mettre en
e´vidence deux types de processus ale´atoires : ceux qui sont lie´s a` l’organogene`se et ceux
qui sont lie´s a` la diffe´renciation du bourgeon apical d’un axe (cf la section 2.1.4). Dans ce
chapitre, nous pre´sentons tout d’abord ces deux types de processus stochastiques (sec-
tions 3.1 et 3.1.3). Les processus ainsi pre´sente´s de´finissent un mode`le de de´veloppement
stochastique que nous appellerons S et qui vient comple´ter le mode`le de de´veloppement
deM (cf chapitre 2). Les sections suivantes sont consacre´es a` l’e´tude de S. Cette e´tude
est importante pour deux raisons. Tout d’abord, cela permet de comprendre, d’analyser
et de critiquer le mode`le ainsi de´fini en confrontant son comportement avec celui de
vraies plantes. Ensuite, son e´tude est une e´tape pre´requise pour l’estimation du vecteur
de parame`tres Θfonc lie´ au fonctionnement du me´tamode`leM (voir le chapitre 7). Dans
un premier temps, nous mettons en e´vidence les processus de branchement sous-jacents
a` S (section 3.3). La section suivante introduit les fonctions ge´ne´ratrices permettant de
calculer des quantite´s d’inte´reˆt concernant la composition de la plante. Enfin, la der-
nie`re section pre´sente une courte e´tude sur la finitude de la croissance. Les variables
(ou vecteurs) ale´atoires pre´sente´es par la suite sont de´finies sur un espace de probabilite´
(Ω,F ,P).
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3.1 Processus ale´atoires de l’organogene`se
3.1.1 Description
Nous pre´sentons dans cette section l’ensemble des processus ale´atoires intervenant
dans l’organogene`se. Etant donne´ le nombre important de phe´nome`nes a` prendre en
compte, ceux-ci sont re´sume´s par quatre principaux processus stochastiques (ge´ne´rali-
sant ceux pre´sente´s dans de Reffye (1979) et Kang et al. (2008)) :
• probabilite´ de survie ps(i), i ∈ {1, . . . , CPm} : au de´but de l’organogene`se, un
bourgeon de CP i peut mourir avec une probabilite´ 1−ps(i).
• probabilite´ d’activite´ pa(i), i ∈ {1, . . . , CPm} : si un bourgeon de CP i ne meurt
pas, il se peut que celui-ci soit dormant (c’est-a`-dire qu’il ne produit aucun nouvel
organe durant l’organogene`se) avec une probabilite´ 1−pa(i). Dans le cas contraire,
le bourgeon est dit actif.
• distribution du nombre d’entrenœuds produits (pei(k0, k1, . . . , kCPm))(k0,...,kCPm )∈NCPm+1 ,
i ∈ {1, . . . , CPm} : lorsqu’un bourgeon de classe CP i est actif, celui-ci produit,
pour chaque j ∈ {1, . . . , CPm}, kj entrenœuds de CP i portant chacun poten-
tiellement des bourgeons axillaires de CP j et k0 entrenœuds de CP i ne portant
aucun bourgeon axillaire avec une probabilite´ pei(k0, k1, . . . , kCPm). Le nombre to-
tal de phytome`res cre´e´s par ce meˆme bourgeon vaut donc
∑CPm
j=0 kj. Etant donne´
les re`gles botaniques e´nonce´es dans la section 2.1.2, pei(k0, k1, . . . , kCPm) = 0 s’il
existe 0 < j < i tel que kj > 0 puisqu’un entrenœud d’une CP donne´e ne peut
porter que des axes late´raux de CP supe´rieure ou e´gale. Bien que cette distribution
soit sur NCPm+1, pour chaque j ∈ {0, . . . , CPm}, il existe un rang que nous notons
Enti,jmax ∈ N tel que si kj > Enti,jmax alors pei(k0, . . . , kCPm) = 0. Enti,jmax est une
donne´e botanique propre a` chaque plante.






(i, j) ∈ {1, . . . , CPm}2 : lorsqu’un entrenœud de CP i portant des bourgeons axil-
laires de CP j est cre´e´, le nombre de bourgeons late´raux est e´gal a` k avec une
probabilite´ peibj(k). Nous supposons que le nombre de bourgeons cre´e´s vaut au
moins 1. Dans ce cas, peibj(0) = 0. Les variables ale´atoires donnant le nombre de
bourgeons late´raux porte´s par un entrenœud sont suppose´es inde´pendantes. Bien
que la distribution soit sur N, il existe un rang que nous notons Boui,jmax ∈ N tel
que si k > Boui,jmax alors p
ei
bj
(k) = 0. Boui,jmax est e´galement une donne´e botanique
propre a` chaque plante.
Nous rappelons que les bourgeons se comportent inde´pendamment les uns des autres.
Chaque bourgeon vivant au de´but d’un cycle de de´veloppement donne´ est soumis aux
quatre processus pre´ce´dents selon un ordre de priorite´ e´tabli. Ainsi, a` chaque e´tape
d’organogene`se, la premie`re expe´rience ale´atoire a` laquelle sont soumis les bourgeons
est la question de la survie. Viennent ensuite successivement l’activite´, le nombre d’en-
trenœuds cre´e´s par le bourgeon et enfin le nombre de bourgeons axillaires porte´s par
chaque entrenœud.
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L’ensemble des probabilite´s intervenant dans le mode`le d’organogene`se stochastique
peut eˆtre regroupe´ sous la forme d’un vecteur Θorg de´fini de la fac¸on suivante :
Θorg = {ps(i)}i ∪ {pa(i)}i ∪ {pei(k0, . . . , kCPm)}i,k0,...,kCPm ∪ {peibj(k)}i,j,k
avec i ∈ {1, . . . , CPm}, j ∈ {1, . . . , CPm}, kl ∈ {0, . . . , Enti,lmax} pour tout l ∈ {0, . . . , CPm}
et k ∈ {0, . . . , Boui,jmax}. Dans le chapitre 5, nous proposons une me´thode permettant
d’estimer Θorg a` partir de donne´es expe´rimentales sur un ensemble de vraies plantes.
N.B. 3.1 En re´alite´, le nombre de bourgeons axillaires porte´s par un entrenœud et
cre´e´s a` un cycle n est une donne´e botanique constante (propre a` la plante e´tudie´e) qui
ne de´pend que de la CP de l’entrenœud auquel ils sont rattache´s. Deux entrenœuds
d’un meˆme type porteront donc le meˆme nombre de bourgeons axillaires. Cependant,
ces bourgeons ne donneront pas tous un axe late´ral (ils sont alors qualifie´s de potentiels).
Ce n’est que lors de l’organogene`se du cycle de de´veloppement suivant (c’est-a`-dire le
cycle n+1) que le nombre de´finitif d’axes late´raux sera fixe´ (dans ce cas, il est possible
que le nombre d’axes late´raux diffe`re pour des entrenœuds ayant meˆme CP). Ce phe´-
nome`ne naturel est mode´lise´ par un processus ale´atoire caracte´rise´ par la probabilite´ de
branchement d’un bourgeon potentiel. Dans le cadre du mode`le d’organogene`se pre´sente´
dans cette the`se, ce processus ne de´pend que de la CP des bourgeons potentiels (en par-
ticulier, il ne de´pend pas du cycle de de´veloppement conside´re´). Afin de simplifier le
mode`le d’organogene`se, nous supposerons que, pour des bourgeons potentiels cre´e´s au
cycle n, l’expe´rience ale´atoire lie´e au branchement des bourgeons potentiels se de´roule






, (i, j) ∈ {1, . . . , CPm}2. Cette simplification n’affecte en
rien l’e´tude stochastique des plantes e´tudie´es dans la the`se. Cependant, elle ne serait
plus valable si nous choisissions de faire de´pendre les probabilite´s de branchement du
cycle de de´veloppement et notamment de l’e´tat de la plante (ce qui est le cas pour des
mode`les comme GreenLab 4).
3.1.2 Mode`le d’organogene`se de GreenLab2
Le mode`le GreenLab 2 (cf la section 2.3.3) est un cas particulier du mode`le d’or-
ganogene`se stochastique de´crit dans la section pre´ce´dente (voir Kang et al. (2008)
pour une description comple`te du mode`le d’organogene`se de GreenLab 2). Les pro-
babilite´s de survie ps(i) et d’activite´ pa(i) sont de´finies de la meˆme fac¸on. La distri-
bution (pei(k0, . . . , kCPm))(k0,...,kCPm )∈NCPm+1




de la fac¸on suivante :




avec pei,j(kj) la probabilite´ pour un bourgeon de CP i de produire kj entrenœuds de




est celle d’une loi binomiale de parame`tres (Enti,jmax, pm(i, j)) avec pm(i, j)
46 Chapitre 3. Mode`le de de´veloppement stochastique
la probabilite´ d’apparition d’un entrenœud de CP i portant potentiellement des bour-
geons late´raux de CP j. De meˆme, la distribution du nombre de bourgeons axillaires





est celle d’une loi binomiale de
parame`tres (Boui,jmax, pb(i, j)) avec pb(i, j) la probabilite´ de branchement d’un bourgeon
de CP j qui est porte´ late´ralement par un entrenœud de CP i. Dans le cas du mode`le
GreenLab 2, nous noterons ΘGLorg le vecteur contenant toutes les probabilite´s du mode`le
d’organogene`se associe´.
3.1.3 Repre´sentation a` l’aide d’automates stochastiques
Tout comme pour le cas de´terministe, les re`gles de production du mode`le d’organo-
gene`se stochastique associe´ a` S peuvent e´galement eˆtre repre´sente´es par un ensemble
d’automates. Ceux-ci donnent les re`gles d’e´volution pour chaque type de bourgeon au
cours d’une e´tape d’organogene`se. Les probabilite´s d’e´volution d’un bourgeon vers une
structure donne´e sont indique´es au-dessus des structures correspondantes (cf figure 3.1).
Fig. 3.1 – Exemple d’automates stochastiques avec CPm = 2. Concernant l’automate
du bas, la probabilite´ de survie ps(2) vaut 1.
3.2 Mode´lisation stochastique de la diffe´renciation
Cette section pre´sente nos travaux concernant la mode´lisation stochastique de la
diffe´renciation (cf Loi and Courne`de (2008)). La diffe´renciation (ou mutation) est le
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Fig. 3.2 – Processus de diffe´renciation Φβ(k). Dans l’exemple ci-dessus, β = 1. ∆
correspond a` l’e´tat final de diffe´renciation (ici la mort du bourgeon apical). CP = Classe
Physiologique. CD = Cycle de De´veloppement.
phe´nome`ne biophysique selon lequel le bourgeon apical d’un axe change de nature bo-
tanique sous l’effet du vieillissement (voir Barthe´le´my and Caraglio (2007) et la section
2.1.4). Elle se traduit par un changement de CP du bourgeon apical (vers une classe
supe´rieure), le stade ultime e´tant la mort du bourgeon ou sa transformation en fleur.
Soit Φβ(k) la classe physiologique du bourgeon apical d’un axe d’aˆge k et ayant de´bute´
par un bourgeon de CP β (c’est-a`-dire Φβ(0) = β).
Etudier la differenciation revient donc a` e´tudier le processus a` temps discret (Φβ(k))k∈N
avec β ∈ {1, . . . , CPm}. Nous choisissons de mode´liser (Φβ(k))k∈N par un processus mar-
kovien de saut (voir Pardoux (2007)) que nous noterons (φβ(t))t∈R+ de sorte que les deux
processus co¨ıncident sur les valeurs entie`res :
∀k ∈ N, Φβ(k) = φβ(k).
Ce choix se justifie principalement par deux points :
– le changement de classe physiologique d’un bourgeon apical est duˆ au vieillissement
de l’axe auquel il appartient. Il est donc raisonnable de mode´liser le temps de
se´jour d’un bourgeon apical dans une classe physiologique j donne´e par une loi
exponentielle de parame`tre λj > 0 avec λj l’inverse du temps de se´jour moyen
dans la classe j (cette loi e´tant habituellement utilise´e pour mode´liser la dure´e de
vie de certains phe´nome`nes biologiques ou industriels notamment en the´orie de la
fiabilite´, Bouleau (2002)).
– bien que travaillant avec une organogene`se discre`te, il est pre´fe´rable de mode´liser
la diffe´renciation par un processus a` temps continu pour des raisons d’estimation
parame´trique (voir le chapitre 5). En effet, l’estimation des parame`tres du proces-
sus passe par la mesure, a` partir de ve´ritables plantes, des temps de se´jour moyens
d’un bourgeon apical dans une classe donne´e. Ces temps de se´jour moyens e´tant
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des nombres de´cimaux, mode´liser la diffe´renciation par un processus a` temps dis-
cret ne´cessiterait de tronquer les valeurs mesure´es sur le terrain. Ceci entraˆınerait
une perte d’information sur le processus qui pourrait nuire a` la qualite´ du mode`le
de croissance.
L’espace d’e´tat E du processus markovien de saut est compose´ de toutes les classes
physiologiques ainsi que d’un e´tat final note´ ∆ repre´sentant la mort du bourgeon ou sa
transformation en fleur :
E = {1, . . . , CPm,∆}.
Les e´tats 1,. . .,CPm sont tous transitoires. Seul ∆ est absorbant. Soient {qi,j, (i, j) ∈
∆2} les probabilite´s de transition associe´es a` la chaˆıne de Markov sous-jacente a` (φβ(t))t∈R+ .
qi,j repre´sente la probabilite´ que le bourgeon apical passe de l’e´tat i a` l’e´tat j au moment
ou` celui-ci se diffe´rencie (ce qui correspond a` un saut du processus). Etant donne´ qu’un
bourgeon ne peut se diffe´rencier que vers une CP supe´rieure, nous avons qi,j = 0 si j ≤ i.
Le ge´ne´rateur infinite´simal Q s’e´crit donc :
Q =

−λ1 λ1q1,2 . . . λ1q1,CPm λ1q1,∆




0 0 −λCPm λCPm






avec A la sous-matrice de taille CPm × CPm du coin supe´rieur gauche et 0CPm (resp.
1CPm) le vecteur ligne de taille CPm dont toutes les composantes valent 0 (resp. 1).
Comme φβ(0) = β, la distribution initiale du processus markovien de saut est donne´e par
la mesure de Dirac centre´e en β : δβ. Pour la suite, nous posons αβ = (0β−1, δβ,0CPm−β).
L’e´tude probabiliste de la diffe´renciation se fait par l’e´tude des temps d’atteinte d’une
classe physiologique donne´e. Ces derniers sont e´troitement lie´s a` la the´orie des phase-
types (voir l’annexe A.2 concernant les principaux concepts). Les phase-types ont tout
d’abord e´te´ de´veloppe´es dans les anne´es 70 par Neuts (Neuts (1975)) avec de nombreuses
applications en the´orie de la fiabilite´ (Neuts (1981) et Assaf and Levikson (1982)). Par
la suite, elles sont devenues un centre d’inte´reˆt probabiliste qui a connu de nombreux
de´veloppements mathe´matiques (Assaf et al. (1984), Kulkarni (1989) et plus re´cemment
Goff (2005)). L’inte´reˆt des phase-types re´side dans le fait que de nombreux outils pro-
babilistes peuvent eˆtre exprime´s explicitement (notamment la fonction de re´partition,
voir l’annexe A.2) ce qui sera utile par la suite pour le calcul des fonctions ge´ne´ratrices
ou encore l’e´tude de la finitude de la croissance (section 3.5). Soient {Γk}k∈{1,...,CPm+1}





{j} ∪ {∆} si k ∈ {1, ..., CPm}
{∆} si k = CPm + 1
Etant donne´ que qi,j = 0 si j ≤ i, les ensembles {Γk}k∈{1,...,CPm+1} sont bien stochasti-
quement ferme´s (voir l’annexe A.2 et la figure 3.3).
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Fig. 3.3 – Repre´sentation des ensembles Γk pour CPm = 3.
Soit alors T βk le temps d’atteinte de Γk par φ
β :
T βk = inf{t ∈ R+, φβ(t) ∈ Γk}.
Nous avons ainsi :
Proposition 3.2.1 Pour tout β ∈ {1, . . . , CPm}, (T ββ+1, ..., T βCPm+1) est un vecteur
ale´atoire de phase-types multivarie´es avec repre´sentation (αβ, A). De plus, nous avons
0 < T ββ+1 < T
β




Preuve Nous reprenons la de´finition A.2.2 donne´e dans l’annexe A.2 :
1. D’apre`s la de´finition des ensembles Γk, il est clair que
⋂CPm+1
k=β+1 Γk = ∆.
2. selon Neuts (1975), l’absorption dans ∆ est certaine presque suˆrement (= p.s.) si et





3. e´tant donne´ qu’a` l’instant t = 0 le processus se situe dans l’e´tat β, il en de´coule
que T βk > 0 pour k ∈ {β + 1, · · · , CPm + 1} ce qui ache`ve la premie`re partie de la
proposition.
La deuxie`me partie de la proposition est tire´e imme´diatement du fait que ΓCPm+1 ⊂
ΓCPm ⊂ . . . ⊂ Γ1.

L’ensemble des probabilite´s et parame`tres intervenant dans le mode`le de diffe´rencia-
tion stochastique peut eˆtre regroupe´ sous la forme d’un vecteur Θdif de´fini de la fac¸on
suivante :
Θdif = {λi}i∈{1,...,CPm} ∪ {qi,j}(i,j)∈{1,...,CPm,∆}2
avec i < j. Dans le chapitre 5, nous proposons une me´thode permettant d’estimer Θdif
a` partir de donne´es expe´rimentales sur une population de vraies plantes.
3.3 Processus de branchement associe´s au mode`le
de de´veloppement stochastique
Dans le cas du mode`le de de´veloppement stochastique S, les variables topologiques
Nan , a ∈ B ∪ O et n ∈ N, sont des variables ale´atoires dont l’e´tude stochastique est
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primordiale pour la compre´hension, l’identification et la validation du mode`le de crois-
sance de plante. Les techniques utilise´es reposent souvent sur la de´composition de la
plante en structures e´lementaires. Dans cette optique, nous comple`tons les notations
de´ja` existantes en ajoutant des crochets qui permettent de pre´ciser l’origine des struc-
tures e´tudie´es. Pour a′ ∈ B ∪ O, soit alors Nan [a′] le nombre d’organes a dans une
structure d’aˆge n initie´e par un organe a′ (il s’agit du nombre de bourgeons actifs de
type a si a ∈ B ou alors du nombre total d’organes de type a si a ∈ O). Par convention,
si les crochets sont omis, alors la structure conside´re´e a de´bute´ par un bourgeon de CP
1 (c’est-a`-dire Nan = N
a
n [b1]). C’est le cas si cette structure est la plante toute entie`re.
Nous en de´duisons imme´diatement un lemme pre´liminaire qui nous aidera pour la suite
de cette section :
Lemme 3.3.1 Si o ∈ O, alors Nan [o] = δo(a) pour tout a ∈ B ∪ O et n ≥ 0.
Preuve Ce re´sultat est simplement duˆ au fait qu’un organe o ∈ O ne produit pas de
nouveaux organes et ne change pas de nature botanique au cours de la croissance de la
plante. Il n’e´volue donc pas au fil des cycles de de´veloppement.

Le processus ale´atoire sous-jacent au mode`le S est un processus de branchement
de Galton-Watson multitype ou PBGWM en abre´ge´ (voir l’annexe A.3). Ce type de
processus ale´atoire a e´te´ amplement e´tudie´ par le passe´ (Harris (1963), Mode (1971)
ou encore Athreya and Ney (2004)). En ce qui concerne le mode`le S, nous pouvons
distinguer deux types de PBGWM. Le premier ne se concentre que sur la population
des bourgeons actifs (= processus de branchement simple), le second prend en compte
l’ensemble des organes de la plante (= processus de branchement complet). Soit alors
Bn, n ∈ N, le vecteur ale´atoire de taille CPm dont les composantes donnent le nombre




Alors, dans ce cas, nous avons :
The´ore`me 3.3.2 (Processus de branchement simple) Le processus (Bn)n≥0 est un
processus de branchement de Galton-Watson multitype.
Preuve Le nombre de bourgeons actifs b au cycle n+1, N bn+1, est le re´sultat de l’e´tape
d’organogene`se du cycle n. Il s’agit donc de l’ensemble des bourgeons produits par les
bourgeons de la plantes au cycle n (les organes o ∈ O ne peuvent produire de bourgeons).
Sachant qu’un bourgeon b′ produit N b1 [b











avec N b1 [b
′](1), . . ., N b1 [b
′](N
b′
n ), N b
′
n copies inde´pendantes de N
b
1 [b
′]. L’inde´pendance de ces
variables ale´atoires est due au fait que les organes se comportent de fac¸on inde´pendante
les uns des autres.
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N.B. 3.2 Si N b1 [b
′](k) = 0, alors la somme est nulle par convention.



















′] def= (N b1 [b
′])b∈B. Les vecteurs ale´atoires B1[b′]
(1), . . ., B1[b
′](N
b′
n ) sont bien N b
′
n
copies inde´pendantes d’un meˆme vecteur ale´atoire toujours a` cause de l’inde´pendance
de comportement des bourgeons. Ainsi, d’apre`s la de´finition A.3.1, le processus (Bn)n≥0
est un PBGWM.

Le processus de branchement (Bn)n≥0 est dit simple puisqu’il ne prend en compte
que les bourgeons actifs (les types des individus correspondent a` l’ensemble des symboles
de B). Il s’agit du processus a` e´tudier lorsque le centre d’inte´reˆt est la dynamique de
croissance de la plante. Nous pouvons mettre en e´vidence un deuxie`me processus de
branchement (Nn)n≥0, dit complet, qui se concentre sur la dynamique d’e´volution de la
plante toute entie`re :
The´ore`me 3.3.3 (Processus de branchement complet) Le processus (Nn)n≥0 est
un processus de branchement de Galton-Watson multitype.
Preuve Le vecteurNn+1 comprend les bourgeons actifs au cycle n+1 (= Bn+1) ainsi que
les organes constitutifs de la plante apre`s l’e´tape d’organogene`se du cycle n (c’est-a`-dire
(N on+1)o∈O). En ce qui concerne les premiers, nous avons de´ja` vu dans la de´monstration






































avec N b1 [a]
(1)
, . . ., N b1 [a]
(Nan), Nan copies inde´pendantes de N
b
1 [a]. Conside´rons maintenant
le nombre d’organes o ∈ O de la plante au de´but du cycle n+ 1 : N on+1. Il s’agit en fait
de la somme des organes o ∈ O de la plante au cycle n (= N on) et de ceux cre´e´s lors de
l’e´tape d’organogene`se du meˆme cycle :
N on+1 = N
o
n + nouveaux organes o du cycle n.
Les nouveaux organes du cycle n sont ceux cre´e´s par les bourgeons actifs lors de l’orga-
nogene`se du meˆme cycle :
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avec N o1 [b
′](1), . . ., N o1 [b
′](N
b′
n ), N b
′




toujours due a` l’inde´pendance de comportement des bourgeons lors de l’organogene`se.





































Finalement, en regroupant les e´quations (3.1) et (3.2) sous la forme d’un vecteur avec





















n [a])a′∈B∪O pour a ∈ B ∪ O. Pour tout a, les vecteurs N1[a](1),. . . ,
N1[a]
(Nan) sont Nan copies inde´pendantes de N1[a] (inde´pendance du comportement).
Ainsi, d’apre`s la de´finition A.3.1, le processus (Nn)n≥0 est un PBGWM.

L’e´tude de (Nn)n≥0 permet entre autre de calculer les distributions et plus particulie`-
rement les moments associe´s au nombre d’organes o ∈ O d’un type donne´ (entrenœuds,
feuilles, fruits, . . .) graˆce a` l’utilisation de fonctions ge´ne´ratrices, voir la section 3.4. Il est
possible e´galement d’exprimer la distribution des descendants a` l’aide des probabilite´s
introduites dans la section 3.1 (ceci est entre autre effectue´ dans les de´monstrations de
la section 3.4).
3.4 Fonctions ge´ne´ratrices
Les fonctions ge´ne´ratrices (cf l’annexe A.1) sont un outil d’e´tude probabiliste tre`s
efficace permettant entre autre de calculer les moments a` tout ordre d’une variable ale´a-
toire. Dans cette section, nous de´terminons la fonction ge´ne´ratrice associe´e au mode`le
de de´veloppement stochastique S (voir Loi and Courne`de (2008) et Loi and Courne`de
(2008)). Pour ce faire, nous de´terminons tout d’abord la fonction ge´ne´ratrice associe´e
a` l’organogene`se puis celle associe´e a` la diffe´renciation. Ensuite, nous calculons re´cur-
sivement la fonction ge´ne´ratrice de S graˆce a` la composition des fonctions ge´ne´ratrices
pre´ce´dentes. Dans un soucis de clarte´ des expressions mathe´matiques, nous supposerons
que O ne contient que les symboles lie´s aux entrenœuds (ce qui n’est pas geˆnant puisque,
pour la plupart des plantes, le nombre d’organes d’un autre type est proportionnel au
nombre d’entrenœuds) :
O = {ei}i∈{1,...,CPm}.
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S’il y a besoin de pre´ciser la classe physiologique j des axes porte´s par un entrenœud
de CP i, un deuxie`me indice j sera ajoute´ au symbole ei le de´crivant. Cet entrenœud
sera alors de´signe´ par ei,j. Par soucis de simplicite´ et de clarte´ d’e´criture, les symboles
utilise´s pour de´signer les e´le´ments de la plante seront aussi utilise´s comme variables
des fonctions ge´ne´ratrices. Soient alors b = (b1, . . . , bCPm) et e = (e1, . . . , eCPm) deux
vecteurs de NCPm . Nous avons donc :
The´ore`me 3.4.1 (Fonction ge´ne´ratrice de l’organogene`se) La fonction ge´ne´ratrice
de l’organogene`se (sans diffe´renciation) Ψorg1 [a] associe´e a` N1[a], a ∈ B∪O, est donne´e
par :
– si a = bi ∈ B :






























j ) si mj ≥ 1
1 si mj = lj = 0
0 sinon.
– si a = ei ∈ O :
Ψorg1 [ei](b, e) = ei.
Preuve Conside´rons un mode`le S avec organogene`se et sans diffe´renciation. La fonction
ge´ne´ratrice associe´e a` N1[a], avec a ∈ B ∪ O, vaut :

















Pour prouver le the´ore`me, il suffit de de´terminer la distribution de N1[a]. Le cas le
plus simple correspond a` a = ei ∈ O. Etant donne´ qu’un entrenœud ei ne produit
aucun autre organe, celui-ci reste inchange´ apre`s organogene`se. On a donc N1[ei] =
(0CPm+i−1, 1,0CPm−i) p.s. avec 0k le vecteur de tailles k dont toutes les composantes
sont nulles. D’ou` :
Ψorg1 [ei](b, e) = ei
Si a = bi ∈ B, il faut e´nume´rer tous les cas possibles en fonction des situations botani-
quement re´alisables. Soient Si et Ai deux e´ve`nements tels que :
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Si = { le bourgeon bi survie } Ai = { le bourgeon bi est actif }
Quatre situations sont alors possibles :
1. le bourgeon bi meurt avec une probabilite´ 1−P(Si) = 1−ps(i). Cela se traduit par
N1[bi] = 02CPm .
2. le bourgeon bi survit mais ne produit rien avec une probabilite´ :
P(A¯i ∩ Si) = P(A¯i|Si)P(Si) = (1−P(Ai|Si))P(Si) = (1−pa(i))ps(i).
Dans ce cas, on a N1[bi] = (0i−1, 1,0CPm+i−1).
3. le bourgeon bi survit et est actif. Il produit alors non seulement un bourgeon
apical bi mais aussi un nombre m > 0 d’entrenœuds ei et un nombre lj de
bourgeons axillaires bj avec j ∈ {i, . . . , CPm}, c’est-a`-dire N1[bi] = (0i−1, li +
1, . . . , lCPm ,0i−1,m,0CPm−i)
def




















Ne1 [bi] = (0i−1,m,0CPm−i)
)
ps(i)pa(i)
avec Nb1 [bi] = (N
b1
1 [bi], . . . , N
bCPm
1 [bi]) et N
e
1 [bi] = (N
e1
1 [bi], . . . , N
eCPm
1 [bi]). Etant donne´
que m > 0, l’e´ve`nement {Ne1 [bi] = (0i−1,m,0CPm−i)} est inclue dans Si ∩ Ai ce qui
explique pourquoi on ne conditionne plus par rapport a` Si ∩ Ai dans P
(
Nb1 [bi] =




Ne1 [bi] = (0i−1,m,0CPm−i)
)
. Il
faut maintenant diffe´rencier les entrenœuds ei cre´e´s selon la classe physiologique j des
bourgeons axillaires qu’ils portent. Nous avons alors m = m0 +
∑CPm
j=i mj avec mj le
nombre d’entrenœuds de type ei,j si j ≥ i et m0 le nombre d’entrenœuds de CP i ne
portant pas de bourgeon axillaire. Ainsi :
P
(





pei(m0,0i−1,mi, . . . ,mCPm).
De plus, comme les variables ale´atoires comptant le nombre de bourgeons axillaires
porte´s par un entrenœud sont inde´pendantes, nous en obtenons e´galement :
P
(





P(N bj1 [bi] = lj |N ei,j1 [bi] = mj).













P(N bj1 [bi] = lj |N ei,j1 [bi] = mj)
]
.
3.4. Fonctions ge´ne´ratrices 55
Simj = 0, alors le bourgeon bi ne produit aucun bourgeon bj (puisqu’il ne produit aucun
entrenœud de type ei,j). Dans ce cas, P(N
bj
1 [bi] = lj|N ei,j1 [bi] = mj) = 1 si lj = 0 et
vaut 0 dans tous les autres cas. Si mj ≥ 1, alors le bourgeon bi produit lj bourgeons bj
qui seront porte´s par mj entrenœuds de type ei,j. Notons l
v
j le nombre de bourgeons bj




j . Ainsi, e´tant donne´













j ) si mj ≥ 1.
4. le bourgeon produit une situation botanique impossible (par exemple, un bour-
geon bi qui produirait des entrenœud ej avec j 6= i ou qui produit des bourgeons
bj avec j < i). La probabilite´ associe´e a` cette situation est nulle.
Nous en de´duisons la fonction ge´ne´ratrice lie´e a` l’organogene`se Ψorg1 [bi] en sommant sur
toutes les valeurs de N1[bi] possibles (qui sont de´crites par les situations pre´ce´dentes)
et en permutant les signes somme et produit (ce qui est possible puisque le nombre de
termes est fini).

N.B. 3.3 Si l’on ne s’inte´resse qu’a` la dynamique de croissance (c’est-a`-dire au proces-
sus de branchement simple (Bn)n≥0), la fonction ge´ne´ratrice associe´e a` B1[a] s’obtient
simplement en attribuant au vecteur e de Ψorg1 [a](b, e) la valeur 1CPm avec 1CPm le
vecteur de taille CPm toutes les composantes valent 1. Afin de simplifier les notations,
cette fonction ge´ne´ratrice sera encore de´signe´e par Ψorg1 [a](b).
Graˆce aux phase-types introduites dans la section 3.2, nous pouvons e´crire la fonc-
tion ge´ne´ratrice associe´e a` la diffe´renciation. Nous rappelons que le vecteur des temps
d’atteinte des classes physiologiques est un vecteur ale´atoire de phase-types multivarie´es
avec repre´sentation (αβ, A) (cf la proposition 3.2.1). Soit b
k
β→φ le symbole (et la variable)
associe´ a` un bourgeon de CP φ qui est apical pour un axe d’aˆge k qui a de´bute´ par un
bourgeon de CP β (voir la figure 3.4). Etant donne´ que les symboles bkβ→φ de´pendent de
l’aˆge k des axes, nous travaillerons avec un intervalle de temps fini. Ainsi, nous intro-
duisons l’aˆge de la plante note´e tm. L’indice k varie donc entre 0 et tm. Cette notation
n’est conserve´e que dans la pre´sente section.
Notons Bdif = {bkβ→φ}(β,φ)∈{1,...,CPm}2,k∈{0,...,tm} l’ensemble des symboles associe´s aux
bourgeons pour la diffe´renciation et bdif = (bkβ→φ)(β,φ)∈{1,...,CPm}2,k∈{0,...,tm} le vecteur de
variables associe´. Soit D l’e´ve`nement {T βφ < k − 1, T βφ+1 > k − 1}. Soit gk la matrice
diagonale de taille CPm × CPm dont le i-e`me e´le´ment diagonal vaut 1 si i ∈ Γck et 0
sinon avec Γck le comple´mentaire de Γk dans E . Nous avons alors :
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Fig. 3.4 – Notations pour la diffe´renciation. ∆ correspond a` l’e´tat final de diffe´ren-
ciation (ici la mort du bourgeon apical). CP = Classe Physiologique. CD = Cycle de
De´veloppement.
The´ore`me 3.4.2 (Fonction ge´ne´ratrice de la diffe´renciation) La fonction ge´ne´-
ratrice associe´e a` la diffe´renciation (sans organogene`se) Ψdif1 [a](b
dif , e), avec a ∈ Bdif ∪
O, est donne´e par :









P(T βφ+i < k, T
β
φ+i+1 > k|D)bkβ→φ+i




dif , e) = b0β→β
si k = 0.
– si a = ei ∈ O :
Ψdif1 [ei](b
dif , e) = ei.
Toutes les probabilite´s sont des fonctions explicites de (αβ, A) :
P(T βφ+1 > k|D) =
t(αβ)[gβ+1eA(k−1) − (gβ+1)δβ+1(φ)eA(k−1)gφ]eAgφ+11CPm
t(αβ)[gβ+1eA(k−1) − (gβ+1)δβ+1(φ)eA(k−1)gφ]gφ+11CPm
P(T βφ+i < k, T
β
φ+i+1 > k|D) =
t(αβ)[gβ+1eA(k−1)gφ+1 − (gβ+1)δβ+1(φ)eA(k−1)gφ]eA[gφ+i+1 − gφ+i]1CPm
t(αβ)[gβ+1eA(k−1) − (gβ+1)δβ+1(φ)eA(k−1)gφ]gφ+11CPm
avec 1CPm le vecteur de taille CPm toutes les composantes valent 1.
Preuve Soit N b,dif1 [a], avec a et b dans Bdif ∪O, la variable ale´atoire donnant le nombre
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La fonction ge´ne´ratrice associe´e a` la diffe´renciation (c’est-a`-dire associe´e a`Ndif1 [a]) s’e´crit
alors :
Ψdif1 [a](b





















Dans la fonction ge´ne´ratrice pre´ce´dente, la variable lki→j est associe´e au nombre de
bourgeons de type bki→j.
Si a = ei ∈ O, alors le re´sultat de la diffe´renciation reste ei (un entrenœud ne se
diffe´rencie pas) d’ou` Na,dif1 [ei] = δei(a) p.s.. La fonction ge´ne´ratrice associe´e vaut donc :
Ψdif1 [ei](b
dif , e) = ei.
Si a = bkβ→φ, nous proce´dons de la meˆme fac¸on que pour le the´ore`me 3.4.1 en e´nume´rant
toutes les situations qui sont botaniquement possibles. L’e´ve`nement D = {T βφ < k −
1, T βφ+1 > k−1} traduit le fait que, lorsque l’axe a atteint un aˆge k−1, le bourgeon apical
a une CP φ. Il repre´sente la situation actuelle du bourgeon ce qui explique pourquoi
les probabilite´s qui interviennent dans la fonction ge´ne´ratrice sont conditionne´es par D.
Les diffe´rentes situations sont :




β→φ] = δbkβ→φ(a)). Cela
signifie que le processus des classes physiologiques φβ est dans Γφ a` l’instant k− 1
mais n’a pas encore atteint Γφ+1 a` l’instant k (sinon la CP du bourgeon apical
serait supe´rieure ou e´gale a` φ+1). La probabilite´ d’occurrence vaut P(T βφ+1 > k|D).
2. Le bourgeon bkβ→φ se diffe´rencie et atteint l’e´tat final de diffe´renciation (sa mort ou
sa transformation en fleur, c’est-a`-dire Na,dif1 [b
k
β→φ] = 0 pour tout a ∈ Bdif ∪ O).
Dans ce cas, φβ atteint ΓCPm+1 avant l’instant k. La probabilite´ d’occurrence vaut
P(T βCPm+1 < k|D).
3. Le bourgeon bkβ→φ se diffe´rencie et sa classe physiologique passe de φ a` φ+ i (c’est-
a`-dire Na,dif1 [b
k
β→φ] = δbkβ→φ+i(a)). φ
β a donc atteint Γφ+i avant l’instant k mais pas
Γφ+i+1. La probabilite´ d’occurrence vaut alors P(T
β
φ+i < k, T
β
φ+i+1 > k|D).
4. Toutes les autres situations ne sont pas possibles et donc ont une probabilite´
d’occurrence nulle.
En sommant toutes les situations pre´ce´dentes ponde´re´es par leur probabilite´ d’occur-
rence, nous obtenons la fonction ge´ne´ratrice associe´e a` la diffe´renciation. Le cas ou`
a = b0β→β est particulier puisqu’il correspond a` celui d’un bourgeon qui vient juste
d’eˆtre cre´e´ (son aˆge est de 0). Dans ce cas, ce bourgeon ne peut pas se diffe´rencier
imme´diatement et donc Na,dif1 [b
0
β→β] = δb0β→β(a).
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Les probabilite´s e´crites ci-dessus peuvent s’e´crire comme des fonctions explicites de
(αβ, A). En effet, d’apre`s la section A.2, la fonction de re´partition du vecteur ale´atoire








= t(αβ)eAtβ+1gβ+1eA(tβ+2−tβ+1) . . . gCPme
A(tCPm+1−tCPm )gCPm+11CPm .
En particulier, comme T ββ+1 < T
β
β+2 < ... < T
β
CPm+1
(cf la proposition 3.2.1), nous avons
pour tout φ ∈ {β + 1, . . . , CPm}, i ∈ {1, . . . , CPm + 1− φ} and k ≥ 0,
P(T βφ > k,T
β
φ+i > k + 1) =
P(T ββ+1 > 0, · · · , T βφ−1 > 0, T βφ > k, . . . , T βφ+i−1 > k, T βφ+i > k + 1, . . . , T βCPm > k + 1)
et ensuite,
P(T βφ > k) =
t(αβ)(gβ+1)
1{β+1}(φ)eAkgφ1CPm
P(T βφ > k, T
β




On en de´duit P(T βφ+1 > k|D) par le the´ore`me de Bayes :
P(T βφ+1 > k|D) =
P(T βφ+1 > k)− P(T βφ > k − 1, T βφ+1 > k)
P(T βφ+1 > k − 1)− P(T βφ > k − 1)
.
On applique a` nouveau le the´ore`me de Bayes pour P(T βφ+i < k, T
β
φ+i+1 > k|D) et on
obtient le re´sultat souhaite´.

Les the´ore`mes pre´ce´dents permettent d’obtenir la fonction ge´ne´ratrice associe´e au
mode`le de de´veloppement stochastique S de la plante (organogene`se avec diffe´rencia-
tion). Pour cela, le the´ore`me 3.4.1 doit eˆtre re´e´crit en utilisant les variables {bki→j}i,j,k a`
la place des variables {bi}i :
Lemme 3.4.3 La fonction ge´ne´ratrice de l’organogene`se (sans diffe´renciation) Ψorg1 [a]
associe´e a` N1[a], a ∈ Bdif ∪ O, est donne´e par :
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P(N
bj











(lvj ) si kj ≥ 1
1 si kj = lj = 0
0 sinon.
– si a = ei ∈ O :
Ψorg1 [ei](b
dif , e) = ei.
Preuve La de´monstration est pratiquement identique a` celle du the´ore`me 3.4.1 puisque
les probabilite´s implique´es dans l’organogene`se ne de´pendent que de la classe physiolo-
gique actuelle du bourgeon apical. Il faut cependant changer les variables dans l’expres-
sion de la fonction ge´ne´ratrice. Ainsi, lorsque le bourgeon bkβ→φ est vivant mais inactif,
celui-ci devient bk+1β→φ (l’aˆge augmente d’un cycle). Si le bourgeon b
k
β→φ est actif, il produit
non seulement un bourgeon apical bk+1β→φ mais aussi un ensemble de mj entrenœuds eφ,j,
avec j ∈ {φ, . . . , CPm}, portant lj bourgeons axillaires b0j→j ainsi que m0 entrenœuds de
CP φ ne portant pas de bourgeons late´raux. Ces bourgeons axillaires de´butent un axe
de CP j d’ou` j → j et l’aˆge qui vaut 0.

Soient Ψorg1 = (Ψ
org




1 [a])a∈Bdif∪O. Nous avons alors :
Corollaire 3.4.4 (Fonction ge´ne´ratrice du de´veloppement) Soit Ψdevn [a] la fonc-
tion ge´ne´ratrice associe´e a` Nn[a], a ∈ Bdif ∪ O, pour le mode`le S sur n ≤ tm cycles





est alors donne´ re´cursivement par :
Ψdevn+1 = Ψ
org
1 ◦Ψdif1 ◦Ψdevn , n ∈ {0, . . . , tm − 1}.
Preuve Calculons tout d’abord la fonction ge´ne´ratrice Ψdev1 [a] pour a ∈ Bdif ∪ O. La
de´monstration reposent sur la composition de L-syste`mes (voir le the´ore`me 4.2.5 du cha-
pitre 4). Soient Gorg, Gdif et Gdev les L-syste`mes stochastiques associe´s respectivement
a` l’organogene`se, la diffe´renciation et au de´veloppement. D’apre`s les re`gles de priorite´
de´finies dans la section 2.1.7, nous avons :
Gdev = Gorg ◦Gdif .
En utilisant le the´ore`me 4.2.5 (the´ore`me des fonctions ge´ne´ratrices pour les compositions
de L-syste`mes) et le lemme 3.4.3, nous obtenons bien que la fonction ge´ne´ratrice du
de´veloppement complet est la compose´e de celle associe´e a` la diffe´renciation par celle




Le re´sultat du corollaire de´coule simplement de la formule de composition des fonctions
ge´ne´ratrices (Harris (1963)) :
Ψdevn+1[a] = Ψ
dev
1 [a] ◦Ψdevn [a].
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
Graˆce au corollaire 3.4.4, il est possible de calculer les distributions mais aussi les
moments associe´s aux nombres d’organes d’un type donne´ de fac¸on re´cursive (graˆce au
corollaire A.1.2).
3.5 Finitude de la croissance
L’e´tude de la finitude de la croissance est primordiale afin de valider le comporte-
ment stochastique d’un mode`le d’organogene`se donne´. En effet, suivant les probabilite´s
attribue´es au mode`le, la croissance peut eˆtre finie ou non p.s.. Il est donc impe´ratif de
ve´rifier que le comportement the´orique de la plante est en ade´quation avec ce qui est
observe´ dans la re´alite´.
Etudier la finitude de la croissance d’une plante revient en fait a` e´tudier l’extinc-
tion du processus de branchement simple (Bn)n≥0. Soit Ext l’e´ve`nement correspond a`
l’extinction de la population des bourgeons actifs :
Ext = {∃n ≥ 1, Bn = 0CPm}.
Soit alors qi = P(Ext|B0 = (0i−1, 1,0CPm−i)) la probabilite´ d’extinction de la population
sachant que la ge´ne´ration a` l’instant 0 est compose´e d’un bourgeon bi. La croissance de
la plante est donc finie p.s. si q1 = 1. Nous allons examiner en premier lieu le cas
d’une plante avec organogene`se sans diffe´renciation et voir quelles sont les conditions
donnant la finitude de la croissance. Ensuite, nous montrerons que, pour une plante avec
organogene`se et diffe´renciation mais sans re´ite´ration, la croissance est finie p.s..
Conside´rons tout d’abord un mode`le de croissance sans diffe´renciation. Le the´ore`me
suivant donne une condition sur la finitude de la croissance :
The´ore`me 3.5.1 Soit un mode`le de croissance avec organogene`se mais sans diffe´ren-
ciation. Alors les conditions suivantes sont e´quivalentes :
∀i ∈ {1, . . . , CPm}, E[N bi1 [bi]] ≤ 1 ⇔ la croissance est finie p.s.
avec E[N bi1 [bi]] l’espe´rance de la variable ale´atoire N
bi
1 [bi].
Preuve On souhaite utiliser le the´ore`me A.3.3. SoitM la matrice de taille CPm×CPm
dont la composante (i, j) est donne´e par E[N
bj
1 [bi]]. Etant donne´ qu’un bourgeon de CP
i ne peut engendrer que des bourgeons de CP j ≥ i, la matrice M est triangulaire supe´-
rieure. Les valeurs propres de M sont donc sur sa premie`re diagonale et sont positives






Nous appliquons alors le the´ore`me A.3.3 de l’annexe A.3 (il n’est pas utile de recourir au
the´ore`me de Perron-Frobenius car nous avons imme´diatement l’existence d’une valeur
propre maximale positive) et nous en de´duisons :
ρ ≥ 1 ⇔ q1 ≤ 1.
Par contrapose´e, nous obtenons le re´sultat du the´ore`me.
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
Le the´ore`me suivant permet d’obtenir implicitement la probabilite´ de finitude de la
croissance. Il s’agit d’un the´ore`me classique de la the´orie des processus de branchement
(voir l’annexe A.3). Soit Ψorg1 la fonction ge´ne´ratrice associe´e a` (B1[a])a∈B∪O (voir le
Nota Bene 3.3). Nous avons alors :
The´ore`me 3.5.2 Soit q = (qi)i∈{1,...,CPm} avec :
qi = P(Ext|B0 = (0i−1, 1,0CPm−i)).
Alors q ve´rifie la relation :
q = Ψorg1 (q).
On peut meˆme montrer que q est la plus petite solution x sur [0, 1]CPm de l’e´quation
x = Ψorg1 (x) au sens de la relation d’ordre partielle canonique (voir Athreya and Ney
(2004)). Cependant, il n’est pas possible d’obtenir une expression explicite de q1 dans
le cas ge´ne´ral du mode`le d’organogene`se de´crit dans la section 3.1. q1 peut tout de
meˆme eˆtre calcule´e dans des cas simples de croissance. Prenons le cas d’un mode`le de
Leeuwenberg (voir Halle´ et al. (1978)) avec probabilite´ de mort (CPm = 1 ici) :
Fig. 3.5 – Organogene`se du mode`le de Leeuwenberg avec probabilite´ de mort.
La fonction ge´ne´ratrice Ψorg1 est alors donne´e par :
Ψorg1 (b1) = Ψ
org
1 (b1) = 1−ps(1) + ps(1)b21
D’apre`s le the´ore`me 3.5.2, q1 ve´rifie donc la relation :
q1 = 1−ps(1) + ps(1)q21
ce qui donne deux solutions : 1 et ps(1)/(1−ps(1)). Ainsi, si ps(1) < 0.5, q1 = 1. En
revanche, si ps(1) ≥ 0.5, la croissance n’est pas finie p.s. et la probabilite´ d’extinction
vaut alors q1 = ps(1)/(1−ps(1)) (elle vaut par exemple 1/3 si ps(1) = 0.75).
La croissance n’est donc pas toujours finie p.s. dans le cas de mode`les avec orga-
nogene`se mais sans diffe´renciation. La diffe´renciation permet de forcer la finitude de la
croissance sous certaines conditions :
The´ore`me 3.5.3 La croissance est finie p.s. pour des mode`les de plante avec organo-
gene`se et diffe´renciation ne pre´sentant pas de re´ite´ration.
62 Chapitre 3. Mode`le de de´veloppement stochastique
Preuve Soit un mode`le de plante sans re´ite´ration (c’est-a`-dire qu’un bourgeon de CP i
ne peut engendrer que des bourgeons de CP j > i). Introduisons les temps d’extinction
des bourgeons bi :
T biext = inf{n ∈ N, k ≥ n ⇒ N bik = 0}.
Le temps de croissance de la plante T planteext est donc le maximum des temps d’extinction
des bourgeons bi avec i ∈ {1, . . . , CPm} :
T planteext = max
i∈{1,...,CPm}
T biext.
Afin de montrer le the´ore`me, nous allons montrer que T biext <∞ p.s. par re´currence sur
i. Prenons i = 1. Etant donne´ qu’il n’y a pas de re´ite´ration, le seul bourgeon de CP 1 est
la graine de la plante. Ainsi, l’extinction des bourgeons de CP 1 correspond simplement
a` un changement d’e´tat botanique du bourgeon apical de l’axe principale de la plante.
Comme 0 < T 12 < T
1
3 < . . . < T
1
CPm+1
(cf la proposition 3.2.1), nous avons :
T b1ext ≤ T 1CPm+1.
Or, comme la matrice A est inversible (voir la de´monstration de la proposition 3.2.1),
l’absorption dans ∆ (e´tat final du bourgeon apical d’un axe : sa mort ou sa transforma-
tion en fleur) est certaine (Assaf et al. (1984)) :
P(T 1CPm+1 <∞) = 1
c’est-a`-dire T 1CPm+1 < ∞ p.s.. On en de´duit T b1ext < ∞ p.s.. Supposons maintenant
que la proprie´te´ soit vraie jusqu’au rang i ∈ {1, . . . , CPm − 1}, c’est-a`-dire T bjext < ∞
p.s. pour tout 1 ≤ j ≤ i ≤ CPm − 1. Etant donne´ qu’il n’y a pas de re´ite´ration, les
nouveaux bourgeons axillaires de CP i + 1 sont ceux engendre´s par les bourgeons de
CP j ≤ i (et non j ≤ i + 1 dans le cas ge´ne´ral). Ainsi, s’il n’y a plus de bourgeons
bj avec j ≤ i dans la plante, aucun nouveau bourgeon de CP i + 1 ne peut eˆtre cre´e´.
Apre`s que le dernier bourgeon de CP i + 1 est cre´e´, il y a extinction des bourgeons de
CP i + 1 lorsque tout ceux-ci auront change´ de nature botanique apre`s diffe´renciation.
Comme 0 < T i+1i+2 < . . . < T
i+1
CPm+1
(cf la proposition 3.2.1), cet e´venement se produit
au plus tard T i+1CPm+1 cycles apre`s l’extinction de tous les bourgeons de CP j ≤ i. Le
temps d’extinction des bourgeons de CP i+ 1 est donc majore´ par la somme du temps









Comme l’absorption dans ∆ est certaine, T i+1CPm+1 <∞ p.s.. En utilisant l’hypothe`se de
re´currence, il vient donc que T
bi+1
ext < ∞ p.s. ce qui prouve la re´currence. Ainsi, pour
tout i ∈ {1, . . . , CPm}, T biext <∞ p.s.. Nous avons donc :
T planteext = max
i∈{1,...,CPm}
T biext <∞ p.s.
ce qui prouve le the´ore`me.

Chapitre 4
Occurrences de mots dans un texte
ge´ne´re´ par un L-syste`me
stochastique
La question de l’occurrence de mots d’un type donne´ dans des textes ge´ne´re´s ale´atoi-
rement a fait l’objet de nombreuses recherches durant ces vingt dernie`res anne´es (voir
entre autre Robin and Daudin (1999), Re´gnier (2000) et les re´fe´re´nces auxquelles ils font
mention). Cette branche de la combinatoire suscite de l’engouement non seulement de
par la richesse et l’inte´reˆt des proble`mes mathe´matiques rencontre´s mais e´galement de
par les multiples applications dans des domaines tels que la te´le´communication (Bar-
bara and Imielinski (1994)), la compression de donne´es (Szpankowski (1993), Luczak and
Szpankowski (1997) ) et la biologie mole´culaire (avec entre autre Robin (2002) et les
re´fe´rences auxquelles il est fait mention). Concernant ce dernier domaine, la recherche de
motifs dans des se´quences d’ADN (par exemple la recherche de motifs promoteurs pour
mettre en e´vidence la position de certains ge`nes (Fickett (1982), Robin et al. (2002),
Boeva et al. (2006), Eng et al. (2009))) a souleve´ de nombreuses questions the´oriques.
Parmi les proble`mes mathe´matiques rencontre´s, nous pouvons citer :
• le calcul de la distribution (ou des moments) associe´e au nombre d’occurrences
d’un mot dans un texte d’une longueur donne´e (Robin and Daudin (1999), Re´gnier
(2000)) ;
• l’e´tude de la re´partition d’un mot le long d’un texte d’une taille donne´e (le mot
est-il re´parti uniforme´ment ou irre´gulie`rement, Karlin and Macken (1991)) ;
• la mise en e´vidence de certains mots d’un texte dont la fre´quence d’occurrence est
particulie`rement basse ou e´leve´e (Prum et al. (1995), Gelfaud (1995), Re´gnier and
Denise (2004)).
Du point de vue mode´lisation mathe´matique, les textes apparaissent comme e´tant
la trajectoire d’une chaˆıne de Markov dont l’espace d’e´tat est l’alphabet des lettres
composant les se´quences d’inte´reˆt. Par exemple, en biologie mole´culaire, les se´quences
d’ADN sont construites lettre apre`s lettre, chacune d’entre elles e´tant tire´e ale´atoirement
dans l’alphabet des bases azote´es {a, t, g, c}. Il existe plusieurs mode`les de chaˆıne de
Markov possibles (voir Re´gnier (2000) et Robin and Daudin (1999)) :
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• mode`leM00 (Blom and Thorburn (1982)) : il s’agit du mode`le le plus simple. Les
lettres sont tire´es inde´pendamment des pre´ce´dentes et de fac¸on e´quiprobable. Ce
mode`le porte aussi le nom de mode`le de Bernouilli e´quilibre´ ou uniforme.
• mode`le M0 (Fudos et al. (1996)) : dans ce mode`le, les lettres sont toujours tire´es
inde´pendamment des pre´ce´dentes mais plus de fac¸on e´quiprobable.
• mode`le de Markov d’ordre 1 (M1, voir Chrysaphinou and Papastavridis (1990) et
Re´gnier and Szpankowski (1998)) : les lettres ne sont plus tire´es de fac¸on inde´pen-
dante. Le texte est la trajectoire d’une chaˆıne de Markov d’ordre 1. La probabilite´
d’occurrence d’une lettre de´pend alors de la dernie`re lettre de la se´quence et est
donne´e par les probabilite´s de transition de la chaˆıne de Markov.
• mode`le de Markov d’ordre k (Mk) : il s’agit d’une extension du mode`le pre´ce´dent a`
l’ordre k. La probabilite´ d’occurrence d’une lettre donne´e de´pend des k pre´ce´dentes
lettres de la se´quence.
Robin and Daudin (1999) et Re´gnier (2000) obtiennent des formules exactes concer-
nant la distribution du nombre d’occurrences d’une famille de mots pour l’un des mode`les
probabilistes pre´ce´dents graˆce au calcul des fonctions ge´ne´ratrices correspondantes. Pre-
nons le cas d’une famille se re´duisant a` un seul mot w. La me´thode utilise´e par Robin
and Daudin (1999) est probabiliste. Ils s’inte´ressent d’abord a` la fonction ge´ne´ratrice
associe´e a` la position de la premie`re occurrence de w puis a` celle associe´e a` la distance
se´parant deux w successifs. A partir de ces deux fonctions ge´ne´ratrices, ils en de´duisent
celle lie´e a` la position de la k-ie`me occurrence du mot w. Si la longueur du texte est
fixe´e, alors a` partir des fonctions ge´ne´ratrices pre´ce´dentes il est possible de donner la
distribution du nombre d’occurrences du mot w dans une se´quence de taille donne´e.
L’approche utilise´e dans Re´gnier (2000) est combinatoire. La premie`re e´tape consiste
a` de´composer alge´briquement un texte contenant un nombre donne´ de mots w en utili-
sant des classes combinatoires dont la structure est plus simple (par exemple, l’ensemble
des textes pour lesquels le mot w est le suffixe et l’ensemble des textes commenc¸ant par
w et finissant par w). On obtient alors un syste`me d’e´quations alge´briques que l’on
transforme en un syste`me d’e´quations fonctionnelles faisant intervenir les fonctions ge´-
ne´ratrices associe´es aux classes combinatoires pre´ce´dentes et a` partir duquel on extrait
les quantite´s d’inte´reˆt.
Dans cette section, nous nous inte´ressons a` des textes ge´ne´re´s ale´atoirement par
des L-syste`mes stochastiques (Lindenmayer (1968) et Prusinkiewicz and Lindenmayer
(1990)). Ce sont des grammaires a` re´e´criture paralle`le dont les re`gles de production sont
donne´es par un ensemble de distributions de probabilite´. Un L-syste`me ge´ne`re une suite
de textes a` partir d’un texte initial appele´ axiome. A une e´tape de ge´ne´ration donne´e
(e´galement appele´e e´tape de production), le nouveau texte est obtenu en remplac¸ant
chaque lettre du texte actuel par une autre selon les probabilite´s donne´es par les re`gles
de production. Chaque lettre e´volue donc inde´pendamment des lettres qui l’entourent.
Dans cette configuration, le texte n’est plus ge´ne´re´ « de gauche a` droite »selon un mo-
de`le de Markov comme pre´ce´demment mais il e´volue inte´gralement a` chaque e´tape de
production. Les me´thodes de´veloppe´es par Robin and Daudin (1999) et Re´gnier (2000)
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ne peuvent donc plus eˆtre mises en œuvre ici. L’objectif de ce chapitre est donc de pre´-
senter une me´thode combinatoire permettant de de´terminer la distribution du nombre
d’occurrences d’un mot donne´ dans un texte ge´ne´re´ ale´atoirement par des L-syste`mes
stochastiques apre`s N e´tapes de production. La majorite´ des re´sultats pre´sente´s par la
suite sont issus de Loi and Courne`de (2010). Cette me´thode repose sur une approche
symbolique (voir les travaux de Philippe Flajolet et notamment son ouvrage de re´fe´-
rence Flajolet and Sedgewick (2009)). La premie`re e´tape consiste a` e´crire une bonne
spe´cification pour les classes combinatoires d’inte´reˆt (voir la section 4.3.1). Autrement
dit, il s’agit de de´composer ces classes d’inte´reˆt en un ensemble de classes combinatoires
dont la structure est plus simple a` partir de constructions admissibles. Dans cette op-
tique, nous introduisons une nouvelle structure alge´brique pour l’ensemble des classes
combinatoires ponde´re´es construites a` partir d’un ensemble de mots (les textes ge´ne´re´s
par les L-syste`mes stochastiques peuvent eˆtre conside´re´s comme des mots ponde´re´s dont
le poids est la probabilite´ de re´alisation des textes).
Dans une premie`re section, nous pre´sentons le cadre combinatoire associe´ aux en-
sembles de mots ponde´re´s (Section 4.1). Nous introduisons en particulier une structure
de semi-anneau se basant sur de nouveaux ope´rateurs union et concate´nation. La section
suivante (Section 4.2) pre´sente le mode`le probabiliste lie´ aux textes ge´ne´re´s ale´atoire-
ment par des L-syste`mes stochastiques avec entre autre le lien avec les processus de
branchement multitypes. Ensuite, la section 4.3 introduit la me´thode symbolique. Nous
y pre´sentons des conditions sur les ope´rateurs de´finis dans la section 4.1 pour obtenir des
constructions admissibles mais aussi des the´ore`mes de de´composition pour les classes
combinatoires d’inte´reˆt. Ce chapite se termine par des exemples soulignant les difficulte´s
que l’on peut rencontrer dans un tel contexte. Dans tout le chapitre, les variables (ou
vecteurs) ale´atoires sont de´finies sur un espace de probabilite´ (Ω,F ,P).
4.1 Cadre combinatoire
4.1.1 Classes combinatoires ponde´re´es
Nous e´nonc¸ons tout d’abord quelques concepts de combinatoire que nous e´tendons
ensuite dans un cadre plus large. Rappelons tout d’abord la notion de classe combinatoire
ainsi que celle de fonction ge´ne´ratrice (voir Flajolet and Sedgewick (2009) pour plus de
de´tails) :
De´finition 4.1.1 (Classe combinatoire) Une classe combinatoire (ou simplement une
classe) est un ensemble fini ou de´nombrable sur lequel est de´finie une fonction taille |.|
satisfaisant les conditions suivantes :
• la taille d’un e´le´ment est un entier naturel ;
• le nombre d’e´le´ments d’une taille donne´e est fini.
La fonction ge´ne´ratrice est l’outil mathe´matique central de la combinatoire permettant
d’e´tudier les classes :
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De´finition 4.1.2 (Fonction ge´ne´ratrice d’une classe combinatoire) La fonction
ge´ne´ratrice Ψ d’une classe C munie d’une fonction taille |.| est la se´rie formelle donne´e















avec An le nombre d’e´le´ments de C ayant une taille n. De´terminer la fonction ge´ne´-
ratrice d’une classe combinatoire permet donc de compter le nombre d’e´le´ments d’une
taille donne´e appartenant a` cette classe . En pratique, la fonction ge´ne´ratrice est ob-
tenue a` partir d’une relation fonctionnelle faisant intervenir entre autre des fonctions
ge´ne´ratrices de classes combinatoires connues (ou tout du moins plus faciles a` caracte´-
riser). Cette relation est ge´ne´ralement e´tablie a` partir de la forme combinatoire de Ψ
puisque celle-ci permet de de´composer une classe selon les caracte´ristiques propres a` sa
structure combinatoire (voir la section 4.3 a` propos de la me´thode symbolique).
Nous introduisons maintenant le concept de classe combinatoire ponde´re´e. Il s’agit
en fait d’une extension de la de´finition de classe combinatoire dans le cas ou` un nombre
re´el positif ou nul peut eˆtre associe´ a` chacun de ses e´le´ments :
De´finition 4.1.3 (Classe combinatoire ponde´re´e) Soit C une classe combinatoire.
Une classe combinatoire ponde´re´e est un ensemble WC = {(t, pt) | t ∈ C} tel que :





Pour tout t ∈ C, le nombre pt est appele´ poids associe´ a` t.
N.B. 4.1 Si WC = {(t, pt) | t ∈ C}} est une classe combinatoire ponde´re´e, alors C
est appele´e classe combinatoire associe´e a` WC.
Nous introduisons maintenant un type particulier de classe combinatoire ponde´re´e :
De´finition 4.1.4 (Classe combinatoire stochastique) Une classe combinatoire sto-
chastique est une classe combinatoire ponde´re´e SC = {(t, pt) | t ∈ C} telle que∑
t∈C
pt = 1.
Le concept de fonction ge´ne´ratrice associe´e a` une classe combinatoire peut facilement
s’e´tendre au cas ponde´re´ :
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De´finition 4.1.5 (Fonction ge´ne´ratrice d’une classe combinatoire ponde´re´e) Soit
WC = {(t, pt) | t ∈ C}} une classe combinatoire ponde´re´e avec C la classe associe´e.
Soit |.| une fonction taille de´finie sur C. La fonction ge´ne´ratrice de WC munie de la






N.B. 4.2 Pour z ∈ [0, 1], la fonction ge´ne´ratrice d’une classe combinatoire stochastique
SC munie de la fonction taille |.| co¨ıncide avec la fonction ge´ne´ratrice associe´e a` la
variable ale´atoire Z donnant la taille d’un e´le´ment tire´ ale´atoirement dans SC selon la
loi multinomiale dont les parame`tres sont donne´s par les poids des e´le´ments :








L’extraction des coefficients de Ψ sous forme d’une se´rie entie`re permet ainsi d’obtenir
la distribution de Z.
4.1.2 Ensembles de mots ponde´re´s
De´finition et fonction ge´ne´ratrice
Nous pre´sentons maintenant le cadre combinatoire attache´ aux ensembles de mots
ponde´re´s. Les notations suivantes sont valables pour tout le reste du chapitre. Soit
V = {v1, . . . , vm} un alphabet de taille m. Soit W l’ensemble des mots construits a`
partir de V et W+ l’ensemble des mots non vides (W+ = W r {} avec  le mot vide).
De´finition 4.1.6 (Fonction de comptage) La fonction de comptage c est une appli-
cation de W × W+ dans N telle que, pour tout (w, u) ∈ W × W+, c(w, u) donne le
nombre de mots u dans le mot w (les recouvrements sont pris en compte).
Pour tout u ∈ W+, c(•, u) est une fonction taille sur W (la taille d’un e´le´ment est
alors donne´e par le nombre de mots u qu’il contient). Ainsi, tout sous-ensemble de W
est une classe combinatoire munie de cette fonction de comptage.
De´finition 4.1.7 (Ensemble de mots ponde´re´s) Un ensemble de mots ponde´re´s G =
{(w, pw) | w ∈ G} est une classe combinatoire ponde´re´e dont la classe associe´e G est
un sous-ensemble de W .
La fonction ge´ne´ratrice donne´e par la de´finition 4.1.5 peut donc eˆtre utilise´e pour les
ensembles de mots ponde´re´s munis d’une fonction de comptage. Nous pouvons meˆme
e´tendre cette notion dans le cas ou` l’on s’inte´resse au comptage de plusieurs mots :
De´finition 4.1.8 (Fonction ge´ne´ratrice associe´e a` une famille de mots) Soit G =
{(w, pw) | w ∈ G} un ensemble de mots ponde´re´s et U = {u1, . . . , ul} une famille de
mots de W+. La fonction ge´ne´ratrice de G associe´e a` U est la se´rie formelle donne´e par
la forme combinatoire suivante :
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Structure alge´brique
Nous de´finissons une structure alge´brique pour l’ensemble de tous les ensembles de
mots ponde´re´s W construits a` partir de W :
W = {G = {(w, pw) | w ∈ G} | G est un ensemble de mots ponde´re´s de W}.
Dans cette optique, de nouveaux ope´rateurs union et concate´nation sont de´finis sur W .
De´finition 4.1.9 (Ope´rateur union ‘ + ’) Soient G et H deux sous-ensembles de
W . L’union des ensembles de mots ponde´re´s G = {(w, pw) | w ∈ G} et H =











{(x, px + qx)}
)
.
Exemple Soit V = {c, d} un alphabet. Soient G = {(cd, p1), (c, p2)} etH = {(cd, p3), (d, p4)}
deux e´le´ments de W . Alors :
G +H = {(c, p2), (d, p4), (cd, p1 + p3)}.
N.B. 4.3 Notons que + est diffe´rent de l’ope´rateur union « standard »∪. En effet,
supposons par exemple que G ∩ H 6= {}. Il existe alors (w, p) ∈ G ∩ H. Dans ce cas,
(w, p) est un e´le´ment de G ∪ H mais pas ne´cessairement de G + H (voir l’exemple ci-
dessus avec le mot cd en prenant p1 = p3 = p : (cd, p) est pre´sent a` la fois dans G et H
mais pas dans G +H).
N.B. 4.4 + est une loi de composition interne pourW . Elle est e´galement associative,
commutative et posse`de l’ensemble vide {} comme e´le´ment neutre.
Par la suite, nous utiliserons la convention de notation suivante :




De´finition 4.1.10 (Ope´rateur concate´nation ‘ . ’ ) Soient G et H deux sous-ensembles
de W . La concate´nation des ensembles de mots ponde´re´s G = {(w, pw) | w ∈ G} et





avec w.v la concatenation (au sens classique) des mots w et v.
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Exemple Soit V = {c, d} un alphabet. Soient G = {(d, p1), (dc, p2)} etH = {(cc, p3), (c, p4)}
deux e´le´ments de W . Alors :
G.H = {(dcc, p1p3)}+ {(dc, p1p4)}+ {(dccc, p2p3)}+ {(dcc, p2p4)}
= {(dc, p1p4), (dccc, p2p3), (dcc, p1p3 + p2p4)}.
Par convention, nous posons F .{} = {}.F = {}. Ainsi, W a une structure de semi-
anneau (voir Duchamp et al. (2005) et Klima and Polak (2008) pour des exemples de
semi-anneaux en the´orie des automates et des languages).
De´finition 4.1.11 (Semi-anneau) (S,+, ., 0, 1) est un semi-anneau si :
• (S,+, 0) est un mono¨ıde commutatif avec 0 comme e´le´ment neutre ;
• (S, ., 1) est un mono¨ıde avec 1 comme e´le´ment neutre ;
• la multiplication est distributive par rapport a` l’addition ;
• 0 est un e´le´ment absorbant de S par rapport a` la multiplication.
Dans ce cas, nous avons :
The´ore`me 4.1.1 (W , + , . , {}, {(, 1)}) est un semi-anneau. L’ensemble vide {}
et {(, 1)} sont respectivement les e´le´ments neutres pour ‘ + ’ et ‘ . ’.
Preuve La preuve est imme´diate et repose sur des manipulations e´le´mentaires des
ope´rateurs ‘ + ’ et ‘ . ’. Notons tout de meˆme que w. = .w = w. La quatrie`me
proprie´te´ de la structure de semi-anneau (voir la de´finition 4.1.11) est due au fait que,
pour tout G ∈ W , G.{} = {}.G = {}.

4.2 Textes ge´ne´re´s ale´atoirement par des L-syste`mes
stochastiques
4.2.1 0L et F0L-syste`mes stochastiques
Les L-syste`mes sont des grammaires a` re´e´criture paralle`le. Elles ont e´te´ introduites
en 1968 par Lindenmayer (Lindenmayer (1968)) et ont e´te´ particulie`rement utilise´es
pour mode´liser le de´veloppement d’organismes cellulaires et la croissance de plantes
(Lindenmayer (1968), Smith (1984), Prusinkiewicz and Lindenmayer (1990) et Franc¸on
(1990)), principalement pour des besoins de visualisation graphique (Rozenberg and
Salomaa (1992)). Elles ont e´galement fait l’objet d’e´tudes mathe´matiques (avec entre
autre Rozenberg and Salomaa (1980a) et Rozenberg and Salomaa (1980b)). Lorsque des
probabilite´s d’occurrence sont associe´es aux re`gles de production, les L-syste`mes sont
dits stochastiques :
De´finition 4.2.1 (0L-syste`me stochastique) Un 0L-syste`me stochastique est une
grammaire L = 〈a, pi〉 avec :
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• a ∈ W+ (= l’axiome) ;
• pi une matrice de transition de V dans W (i.e., ∀(u, v) ∈ V ×W , 0 ≤ piu,v ≤ 1 et∑
w∈W piu,w = 1) avec un nombre fini de composantes non nulles.
N.B. 4.5 Bien que diffe´rente, la de´finition pre´ce´dente est e´quivalente a` celle donne´e
dans Prusinkiewicz and Lindenmayer (1990) : l’ensemble Pr = {(x, y) ∈ V ×W | pix,y >
0} de´finit les re`gles de production. Ces re`gles repre´sentent toutes les e´volutions possibles
des lettres a` travers le L-syste`me.
N.B. 4.6 De par la nature meˆme du 0L-syste`me stochastique, les lettres d’un mot
e´voluent de fac¸on inde´pendante.
Un 0L-syste`me stochastique L = 〈a, pi〉 ge´ne`re une suite de mots (wLn)n∈N de W .
Cette suite est initie´e par l’axiome (c’est-a`-dire wL0 = a). Pour n ≥ 0, wLn+1 est obtenu
en remplac¸ant inde´pendamment chaque lettre x de wLn par une se´quence de lettres y
avec une probabilite´ pix,y.
Proposition 4.2.1 Soit L = 〈a, pi〉 un 0L-syste`me stochastique. La suite de mots (wLn)n∈N
ge´ne´re´e par L est une chaˆıne de Markov homoge`ne a` espace d’e´tat de´nombrable W dont
la distribution initiale est donne´e par la mesure de Dirac centre´e en a (= δa) et le noyau
de transition P par :







avec x = x1x2 . . . xn et xi ∈ V pour tout i ∈ {1, . . . , n}.
Preuve La proprie´te´ de Markov de´coule directement du principe de construction de(
wLn
)
n∈N puisque chaque mot w
L
n+1 est construit uniquement a` partir de w
L
n . Etant donne´
que les lettres e´voluent de fac¸on inde´pendante, la probabilite´ que le mot x = x1x2 . . . xn
e´volue vers le mot y = y1.y2 . . . yn est donne´e par le produit des probabilite´s d’e´volution
de chacune des lettres xi de x vers le mot yi, c’est-a`-dire
∏n
i=1 pixi,yi . Pour obtenir Px,y =
P(wLn+1 = y|wLn = x), il suffit de conside´rer toutes les combinaisons (y1, y2, . . . , yn) ∈ W n
de sorte que y1.y2 . . . yn = y et de sommer les probabilite´ d’occurrence correspondantes.
La chaˆıne de Markov est homoge`ne puisque les probabilite´s de transition donne´es par pi
ne de´pendent pas de l’e´tape n de production.

De´finissons maintenant une classe plus ge´ne´rale de L-syste`mes appele´e F0L-syste`mes
stochastiques, e´tendant la de´finition standard de F0L-syste`me (Rozenberg and Salomaa
(1980a), p. 89) au cas stochastique :
De´finition 4.2.2 (F0L-syste`me stochastique) Un F0L-syste`me stochastique est une
grammaire L = 〈A, pi〉 avec :
• A un sous-ensemble non vide de W+ (appele´ ensemble des axiomes de L) ;
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• pour tout a ∈ A, L[a] = 〈a, pi〉 est un 0L-syste`me stochastique (appele´ syste`me
composant de L).
N.B. 4.7 Tous les syste`mes composants L[a] avec a ∈ A ont le meˆme noyau de tran-
sition P . Ainsi, par de´finition, ce noyau sera appele´ noyau de transition associe´ au
F0L-syste`me stochastique L.
De´finition 4.2.3 (Composition de F0L-syste`mes stochastiques) Soient L = 〈W+, pi〉,
L1 = 〈W+, pi1〉 et L2 = 〈W+, pi2〉 trois F0L-syste`mes stochastiques et P , P 1 et P 2 les
trois noyaux de transition qui leurs sont associe´s. L est le compose´ de L1 par L2 si
P = P 1P 2. Dans ce cas, on note L = L1 ◦ L2.
Une conse´quence imme´diate de cette de´finition est la proprie´te´ suivante :
Proprie´te´ 4.2.2 Soit L = 〈W+, pi〉 un F0L-syste`me stochastique. Pour tout n ≥ 0, soit
Ln le F0L-syste`me stochastique donnant les re`gles de production de L apre`s n e´tapes de
production. Alors :
∀(k, k′) ∈ N∗ ×N∗, Lk+k′ = Lk ◦ Lk′ .








associe´e au syste`me composant L[a] peut e´galement s’interpre´ter comme
l’e´volution d’une population dont les individus a` une ge´ne´ration n donne´e sont les lettres
composant wLn . Ces individus sont e´tiquete´s par la lettre de l’alphabet qu’il repre´sente.
Soit alors Z
L[a]
n le vecteur ale´atoire dont les composantes donnent le nombre de chacune
des lettres de l’alphabet dans un mot ge´ne´re´ ale´atoirement par le 0L-syste`me stochas-
tique L[a] apre`s n e´tapes de production :
ZL[a]n = (c(w
L[a]
n , v))v∈V , n ≥ 0,
avec c la fonction de comptage de´finie dans la section 4.1.2. Alors :








est un processus de branchement de Galton-Watson multitype
dont la distribution des descendants est donne´e par pi.
Preuve Pour tout (v, v′) ∈ V 2, la variable ale´atoire c(wL[v]1 , v′) donne le nombre de
lettres v′ engendre´es par v apre`s une e´tape de production de L. Ainsi, pour n ≥ 0 et
a ∈ W+, le nombre de lettre v′ pre´sentes dans wL[a]n+1 est e´gal a` la somme de toutes les




























(l’inde´pendance est due a` l’inde´pendance d’e´volution des lettres). En regroupant sous


























n , v) vecteurs ale´atoires inde´pendants. D’apre`s la







est un processus de branchement de Galton-
Watson multitype.

Soit L = 〈a, pi〉 un 0L-syste`me stochastique de noyau de transition P . Par la suite,
WLn de´signera l’ensemble des mots ponde´re´s possibles ge´ne´re´s par L apre`s n e´tapes de
production :
WLn = {(w, (P n)a,w) | w ∈ W}.
WLn est une classe combinatoire stochastique.
N.B. 4.8 Notons ici que P n symbolise la puissance n-ie`me de la matrice P . (P n)a,w
repre´sente donc la composante (a, w) de la matrice P n.
4.2.2 Fonction ge´ne´ratrice
L’objectif du chapitre est de calculer la distribution du nombre d’occurrences d’une
famille de mots dans un texte ge´ne´re´ ale´atoirement par un 0L-syste`me stochastique.
Pour ce faire, l’outil combinatoire de pre´dilection est la fonction ge´ne´ratrice donne´e par
la de´finition 4.1.8 et adapte´e au cas des L-syste`mes stochastiques :
De´finition 4.2.4 (Fonction ge´ne´ratrice d’un 0L-syste`me stochastique) Soit L =
〈a, pi〉 un 0L-syste`me stochastique de noyau de transition P et U = {u1, . . . , ul} une
famille de mots de W+. La fonction ge´ne´ratrice de L associe´e a` U est la fonction ge´ne´-
ratrice de WL1 associe´e a` U :









La de´finition pre´ce´dente peut eˆtre adapte´e pour les F0L-syste`mes stochastiques :
De´finition 4.2.5 (Fonction ge´ne´ratrice d’un F0L-syste`me stochastique) Soit L =
〈A, pi〉 un F0L-syste`me stochastique et U = {u1, . . . , ul} une famille de mots de W+. Le
vecteur de fonctions ge´ne´ratrices de L associe´ a` U est de´fini de la fac¸on suivante :
ΨL(z1, . . . , zl) =
(
ΨL[a](z1, . . . , zl)
)
a∈A , (4.2)
avec ΨL[a] la fonction ge´ne´ratrice du syste`me composant L[a] associe´e a` U .
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Soit Ln le F0L-syste`me stochastique associe´ a` la n-ie`me e´tape de production de L. Pour
tout a ∈ A, de´terminer les coefficients de la fonction ge´ne´ratrice ΨLn[a] (qui est en
fait la fonction ge´ne´ratrice de W
L[a]
n associe´e a` U) e´crite sous forme d’une se´rie entie`re
permet de re´soudre le proble`me de la distribution d’occurrences de mots. En effet, en
re´arrangeant les termes de l’e´quation 4.1, nous obtenons :
ΨL














c(wL[a]n , u1) = k1, . . . , c(w
L[a]








n , u1) = k1, . . . , c(w
L[a]
n , ul) = kl
)
forment la distribution que
l’on cherche a` calculer.
Dans le cas ou` L est le compose´ de deux F0L-syste`mes L1 et L2, le vecteur de
fonctions ge´ne´ratrices de L associe´ a` U = V s’exprime facilement en fonction de ceux
correspondant a` L1 et L2. Pour cela, nous avons tout d’abord besoin du lemme suivant :
Lemme 4.2.4 Soit L = 〈W+, pi〉 un F0L-syste`me stochastique. Pour tout a ∈ W+, soit
ΨL[a] la fonction ge´ne´ratrice de L[a] associe´e a` V . Alors :







Preuve Soit P le noyau de transition associe´ a` L. La fonction ge´ne´ratrice de L[a]
associe´e a` V s’e´crit :









Supposons que a = va1v
a
2 . . . v
a
|a| avec |a| le nombre de lettres composant a et vaj ∈ V ,








Si w = w1 . . . w|a| alors c(w, vi) =
∑|a|
j=1 c(wj, vi). Ainsi :
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Les produits sur i et j comportent un nombre fini de termes. Nous pouvons donc les
permuter :



































peuvent se regrouper pour ne former plus qu’une somme sur (w1, . . . , w|a|) ∈
W |a| :






























j ](z1, . . . , zm).
Finalement, comme a comporte c(a, vi) lettres vi, avec i ∈ {1, . . . ,m}, nous en de´dui-
sons :








Graˆce au lemme pre´ce´dent, nous en de´duisons le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.2.5 Soient L, L1 et L2 trois F0L-syste`mes stochastiques dont l’ensemble
des axiomes est W+ et soient Ψ, Ψ1 et Ψ2, les vecteurs de fonctions ge´ne´ratrices
respectifs associe´s a` U = V . Si L = L1 ◦ L2 alors :
∀(z1, . . . , zm) ∈ [0, 1]m, Ψ(z1, . . . , zm) = Ψ1 ◦Ψ2(z1, . . . , zm).
Preuve Soient P , P 1 et P 2 les noyaux de transition associe´s respectivement a` L, L1 et
L2. Par de´finition, nous avons donc P = P 1P 2. Soit a ∈ W+. Alors :
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Comme ΨL[a] est absolument convergente sur [0, 1]m, nous pouvons permuter les signes
sommes :















L2[w′](z1, . . . , zm).










Nous avons donc :








2[vi](z1, . . . , zm)
)c(w′,vi)
= ΨL
1[a](Ψ2(z1, . . . , zm)).
Finalement, en regroupant les fonctions ge´ne´ratrices ΨL[a] sous la forme d’un vecteur
avec a ∈ W+, nous obtenons bien :
Ψ = Ψ1 ◦Ψ2.

Corollaire 4.2.6 Soit ΨLn le vecteur de fonctions ge´ne´ratrices d’un F0L-syste`me sto-
chastique L = 〈W+, pi〉 associe´ a` V apre`s n e´tapes de production. Alors :
∀(k, k′) ∈ N∗ ×N∗, ΨLk+k′ = ΨLk ◦ΨLk′ = ΨLk′ ◦ΨLk .
Preuve Soit Ln le F0L-syste`me stochastique associe´ a` la n-ie`me e´tape de production
de L. D’apre`s la proprie´te´ 4.2.2, Lk+k
′
= Lk ◦ Lk′ = Lk′ ◦ Lk. En utilisant le the´ore`me
4.2.5 et en remarquant que le vecteur de fonctions ge´ne´ratrices de Ln associe´ a` V est
ΨLn, nous en de´duisons le re´sultat du corollaire.

Graˆce au corollaire pre´ce´dent, nous avons en particulier :
∀k ∈ N∗, ΨLk+1 = ΨLk ◦ΨL1 = ΨL1 ◦ΨLk .
Ce re´sultat peut e´galement eˆtre obtenu a` partir du the´ore`me 4.2.3 soulignant le lien
entre 0L-syste`mes stochastiques et processus de branchement multitypes. En effet, ΨLn










vecteur de Nm dont la i-e`me composante donne le nombre de lettres vi dans un mot
ge´ne´re´ ale´atoirement par L[a] apre`s n e´tapes de production. En appliquant le the´ore`me
de composition des fonctions ge´ne´ratrices pour des processus de branchement multitypes
(the´ore`me A.3.1 de l’annexe A.3, Harris (1963)), nous retrouvons le re´sultat pre´ce´dent.
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4.3 Mise en place d’une me´thode symbolique
L’objectif de cette section est de mettre en place une me´thode symbolique permettant
de calculer la distribution associe´e au nombre d’occurrences d’une famille de mots dans
un texte ge´ne´re´ ale´atoirement par un 0L-syste`me stochastique L = 〈a, pi〉 apre`s N e´tapes
de production.
N.B. 4.9 Afin de simplifier l’e´criture des e´quations qui suivent, nous ne conside´rons
que des familles re´duites a` un seul mot u ∈ W+ (c’est-a`-dire U = {u}). L’extension a`
des familles de plusieurs mots ne pose pas de proble`me particulier.
Pour re´soudre ce proble`me, on se propose de de´terminer ΨLN la fonction ge´ne´ratrice
de LN associe´e a` U = {u} avec LN le 0L-syste`me correspondant a` la N -ie`me e´tape de
production. En effet, nous avons vu dans la section 4.2.2 que cette fonction ge´ne´ratrice





















c(wLN , u) = k
))
k≥0
correspond a` la distribution qui nous inte´resse. Le proble`me est que, la plupart du temps,
ΨLN ne peut pas eˆtre calcule´e directement a` cause de la complexite´ des structures engen-
dre´es par L. Nous mettons en place une me´thode symbolique permettant alors d’obtenir
ΨLN de fac¸on re´cursive.
Nous commenc¸ons cette section par quelques rappels de combinatoire et nous pre´-
sentons ensuite les fondements de la me´thode symbolique.
4.3.1 Rappels de combinatoire
Tous les concepts mentionne´s dans cette annexe sont de´taille´s dans Flajolet and
Sedgewick (2009). Soit A une classe combinatoire et |.| une fonction taille. Soit A la









avec An le nombre d’e´le´ments de A ayant une taille n. La suite (An)n∈N est appele´e
suite de comptage de A (counting sequence en anglais).
De´finition 4.3.1 (Construction admissible) Soit B(1), . . . ,B(m) une collection de classes
combinatoires munies d’une fonction taille |.| et B(1), . . . , B(m) les fonctions ge´ne´ratrices
correspondantes. Soient (B
(1)
n )n∈N, . . . , (B
(m)
n )n∈N les suites de comptage associe´es. Soit
Φ une construction qui, pour toute collection de classes B(1), . . . ,B(m), associe une nou-
velle classe
A = Φ[B(1), . . . ,B(m)].
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La construction Φ est admissible si la suite de comptage (An)n∈N de A ne de´pend que des
suites de comptage (B
(1)
n )n∈N,. . .,(B
(m)
n )n∈N de B(1), . . . ,B(m). Pour une telle construc-
tion admissible, il existe un ope´rateur Ψ bien de´fini agissant sur les fonctions ge´ne´ra-
trices correspondantes B(1)(z), . . . , B(m)(z) :
A(z) = Ψ[B(1)(z), . . . , B(m)(z)].
De´finition 4.3.2 (Spe´cification) Une spe´cification pour un r-uplet (A(1), . . . ,A(r))
de classes combinatoires est une collection de r e´quations,
A(1) = Φ1(A(1), . . . ,A(r))
A(2) = Φ2(A(1), . . . ,A(r))
· · ·
A(r) = Φr(A(1), . . . ,A(r))
(4.3)
ou` Φ1, Φ2, . . ., Φr sont des constructions admissibles.
Formellement, le syste`me (4.3) est une spe´cification ite´rative si celui-ci est strictement
triangulaire infe´rieur, c’est-a`-dire que A(1) peut eˆtre exprime´e uniquement a` partir de
classes combinatoires de bases et, pour tout k ∈ {1, . . . , r−1}, la construction de A(k+1)
ne de´pend que de A(1), . . ., A(k) et de classes combinatoires de base.
4.3.2 Principe, constructions admissibles et the´ore`mes de de´-
composition
La me´thode symbolique est tre`s utilise´e en analyse combinatoire, voir Flajolet and
Sedgewick (2009). Elle permet de calculer des fonctions ge´ne´ratrices associe´es a` des
classes d’inte´reˆt. Le principe de base consiste a` transformer un syste`me d’e´quations
combinatoires faisant intervenir les classes d’inte´reˆt en un syste`me d’e´quations fonction-
nelles impliquant les fonctions ge´ne´ratrices correspondantes.
Nous pre´sentons ici cette me´thode dans le cadre des textes ge´ne´re´s ale´atoirement par
des 0L-syste`mes stochastiques. La premie`re e´tape de la me´thode consiste a` e´crire une
spe´cification ite´rative approprie´e pour l’ensemble des classes combinatoires stochastiques
{WLn | n ∈ {0, . . . , N}} sous la forme d’un syste`me d’e´quations combinatoires reposant
sur des constructions admissibles. Ensuite, en utilisant des re`gles de transformation, ces
e´quations combinatoires sont transforme´es en e´quations fonctionnelles faisant intervenir
ΨLn pour n ∈ {0, . . . , N}. Finalement, les coefficients de ΨLN sont extraits a` partir de ces
e´quations fonctionnelles.
Le point crucial de la me´thode symbolique est l’e´criture de la spe´cification. Dans
cette optique, les classes WLn sont de´compose´es alge´briquement en faisant intervenir les
classes WLk avec k ≤ n mais aussi des classes de structure combinatoire simple. Cette
de´composition doit reposer sur des constructions admissibles. Pour ce faire, nous allons
utiliser la structure de semi-anneau e´tablie dans la section 4.1.2 pour l’ensemble W des
ensembles de mots ponde´re´s contruits sur W . En effet, sous certaines conditions, les
ope´rateurs union et concate´nation sont des constructions admissibles :
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De´finition 4.3.3 (Concate´nation non ge´ne´ratrice) Soit u ∈ W+ et G et H deux
sous-ensembles de W . La concate´nation de G et de H est dite non ge´ne´ratrice par
rapport a` u si la condition suivante est ve´rifie´e :
∀(w, v) ∈ G×H, c(w.v, u) = c(w, u) + c(v, u).
Dans le cas contraire, la concate´nation de G et de H est dite ge´ne´ratrice par rapport a`
u.
Par de´finition, la concate´nation de G = {(w, pw) | w ∈ G} et de H = {(v, qv) | v ∈
H} est dite non ge´ne´ratrice par rapport a` u si la concate´nation de G et de H l’est. Dans
ce cas :
The´ore`me 4.3.1 (Constructions admissibles) Soient G, H et I trois e´le´ments de
W. Soit u ∈ W+ et α,β et γ les fonctions ge´ne´ratrices respectives de G, H et I associe´es
a` U = {u}. Alors, l’ope´rateur union ‘ + ’ est une construction admissible avec la re`gle
de transformation suivante :
I = G +H =⇒ γ(z) = α(z) + β(z).
Supposons de plus que la concate´nation de G et H est non ge´ne´ratrice par rapport a` u.
Dans ce cas, l’ope´rateur concate´nation ‘ . ’ est aussi une construction admissible avec
la re`gle de transformation suivante :
I = G.H =⇒ γ(z) = α(z)β(z).
Preuve Supposons que G = {(w, pw) | w ∈ G} et que H = {(v, qv) | v ∈ H}.






















c(v,u) = α(z) + β(z).






Etant donne´ que la concate´nation de G et H est non ge´ne´ratrice par rapport a` u, alors,























N.B. 4.10 Contrairement a` l’ope´rateur union classique ∪, il n’y a pas besoin d’imposer
que G ∩ H = {} pour faire de l’ope´rateur ‘ + ’ une construction admissible.
4.3. Mise en place d’une me´thode symbolique 79
Bien que la structure de semi-anneau donne un cadre alge´brique pour l’e´criture de
la spe´cification, elle ne fournit pas de me´thode de de´composition pour WLn avec n ∈
{0, . . . , N}. Pour obtenir une telle de´composition, nous pouvons utiliser les the´ore`mes
4.3.2 et 4.3.3 suivants :
The´ore`me 4.3.2 (De´composition ge´ne´rale) Soit L = 〈W+, pi〉 un F0L-syste`me sto-
chastique. Alors :




Preuve Soit P le noyau de transition associe´ a` L. Soit x ∈ WL[a]n+1 . Alors, il existe



















{(s, pia,w(P n)w,s)} =
∑
w∈W
{(, pia,w)}.{(s, (P n)w,s)}.











Re´ciproquement, soit x = (s, ps) ∈
∑
w∈W
{(, pia,w)}.WL[w]n . Alors, il existe une suite
{(rw, (P n)w,rw)}w∈W de WL[w]n telle que :
{x} = {(s, ps)} =
∑
w∈W




Cette dernie`re e´quation impose s = rw pour tout w ∈ W . Ainsi, en utilisant l’e´quation








n)w,s)} = {(s, (P n+1)a,s)}.
Nous en de´duisons que, pour tout x ∈
∑
w∈W
{(, pia,w)}.WL[w]n , x ∈ WL[a]n+1 et donc :
∑
w∈W
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
The´ore`me 4.3.3 (Inde´pendance d’e´volution) Soit L = 〈W+, pi〉 un F0L-syste`me
stochastique. Soient w1, w2,. . ., wk, k mots de W
+. Alors :
∀n ∈ N, WL[w1.w2.··· .wk]n = WL[w1]n .WL[w2]n . · · · .WL[wk]n .
Preuve Soit k = 2. Soient m1 et m2 le nombre de lettres de w1 et de w2 respec-
tivement. Dans ce cas, il existe (v11, . . . , v
1
m1
) ∈ V m1 et (v21, . . . , v2m2) ∈ V m2 tels que
w1 = v
1
1. · · · .v1m1 et w2 = v21. · · · .v2m2 . Etant donne´ que les lettres d’un mot e´voluent de
fac¸on inde´pendante, nous avons :
WL[w1.w2]n = W
L[v11 .··· .v1m1 .v21 .··· .v2m2 ]
n = W
L[v11 ]




n . · · · .W
L[v2m2 ]
n .
De la meˆme fac¸on, pour j ∈ {1, 2} :













Le re´sultat du the´ore`me se de´montre par une re´currence imme´diate sur k ≥ 2.

Les the´ore`mes 4.3.2 et 4.3.3 procurent des e´quations combinatoires qui apparaissent
comme des de´compositions naturelles des classesWLn . Cependant, leur utilisation n’abou-
tit pas toujours sur des constructions admissibles (voir l’exemple 4.4.2). Dans ce cas,
d’autres me´thodes moins syste´matiques doivent eˆtre employe´es pour obtenir une spe´ci-
fication approprie´e.
4.3.3 Enonce´ de la me´thode
Soit L = 〈A, pi〉 un F0L-syste`me stochastique. La me´thode symbolique peut eˆtre
re´sume´e par les points suivants :
• De´terminer l’objectif : calculer la distribution associe´e au nombre d’occurrences
d’un mot u ∈ W+ dans un texte ge´ne´re´ ale´atoirement par le syste`me composant
L[a] apre`s N e´tapes de production et a ∈ A.
• Ecrire la fonction ge´ne´ratrice de WL[a]N associe´e a` U = {u} : ΨL[a]N . Les coefficients
de Ψ
L[a]
N (e´crite sous la forme d’une se´rie entie`re) donnent la distribution d’inte´reˆt.
• Ecrire une spe´cification ite´rative pour les ensembles de mots ponde´re´s {WL[a]n | n ∈
{0, . . . , N}} en utilisant des constructions admissibles obtenues a` partir des ope´-
rateurs union ‘ + ’ et concate´nation ‘ . ’. Les the´ore`mes 4.3.2 et 4.3.3 permettent
en ge´ne´ral d’aboutir au re´sultat.
• Utiliser les re`gles de transformation du the´ore`me 4.3.1 et e´crire un syste`me ferme´
d’e´quations fonctionnelles impliquant Ψ
L[a]
N pour n ∈ {0, . . . , N}.
• Re´soudre directement le syste`me pre´ce´dent ou bien trouver un ensemble d’e´qua-
tions re´cursives ve´rifie´es par les coefficients de Ψ
L[a]
N pour n ∈ {0, . . . , N}.
• En de´duire les coefficients de ΨL[a]N .
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4.4 Exemples
La me´thode symbolique est illustre´e ici au travers de deux exemples tire´s de la
botanique (voir le chapitre 5 et plus particulie`rement la section 5.2 ; d’autres exemples
sont e´galement de´taille´s dans cette section). Le premier exemple est le calcul de la
distribution associe´e a` un mot d’une seule lettre. Nous montrons que les the´ore`mes de
de´composition 4.3.2 et 4.3.3 donnent directement une bonne spe´cification ce qui nous
permet d’en de´duire les e´quations fonctionnelles ve´rifie´es par les fonctions ge´ne´ratrices
d’inte´reˆt. Le deuxie`me exemple traite d’un mot a` deux lettres. Dans ce cas, les the´ore`mes
de de´composition 4.3.2 et 4.3.3 ne fournissent plus directement une bonne spe´cification
puisque les e´quations combinatoires obtenues ne reposent plus sur des constructions
admissibles. Il faut donc les re´e´crire sous une forme plus convenable.
4.4.1 Exemple avec un mot d’une lettre
Soit V = {s,m} un alphabet. Soit L = 〈W+, pi〉 un F0L-syste`me stochastique dont
les composantes de la matrice de transition pi sont toutes e´gales a` ze´ro a` l’exception de :
pis,ms = p1 pis,ss = 1− p1 pim,mm = p2 pim,s = 1− p2
avec (p1, p2) ∈]0, 1[2. Le noyau de transition correspondant est note´ P . Nous souhaitons
calculer la distribution associe´e au nombre d’occurrences du motm dans un texte ge´ne´re´
ale´atoirement par le syste`me composant L[s] apre`s N e´tapes de production. Afin de



























la chaˆıne de Markov engendre´e par L[s]. Trouvons maintenant une
spe´cification ite´rative ade´quate pour {WL[s]n | n ∈ {0, . . . , N}}. Utilisons d’abord le
the´ore`me de de´composition ge´ne´rale 4.3.2 :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1}, WL[s]n+1 = {(, 1− p1)}.WL[ss]n + {(, p1)}.WL[ms]n .
Ensuite, en appliquant le the´ore`me d’inde´pendance d’e´volution 4.3.3, il vient :
∀n ∈ {0, . . . , N−1}, WL[s]n+1 = {(, 1−p1)}.WL[s]n .WL[s]n +{(, p1)}.WL[m]n .WL[s]n . (4.5)
De la meˆme fac¸on, nous obtenons une e´quation combinatoire pour W
L[m]
n+1 :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1}, WL[m]n+1 = {(, 1− p2)}.WL[s]n + {(, p2)}.WL[m]n .WL[m]n . (4.6)
Les e´quations (4.5) et (4.6) forment une spe´cification ite´rative. Notons que W
L[s]
0 =
{(s, 1)} et WL[m]0 = {(m, 1)}. Ainsi, en utilisant les re`gles de transformation (cf le
the´ore`me 4.3.1), nous obtenons :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1},
 Ψ
L[s]
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avec Ψ
L[s]
0 (z) = 1 et Ψ
L[m]
n (z) = z. Soit pkn = P
(
c(WL[s]n ,m) = k
)
(resp. qkn = P
(
c(WL[m]n ,m) = k
)
)
la probabilite´ d’avoir k lettresm dans un texte ge´ne´re´ ale´atoirement par L[s] (resp. L[m])
apre`s n e´tapes de production. pkn (resp. q
k
n) repre´sente le coefficient devant z
k dans le




n ). Graˆce au syste`me (4.7), il est pos-




k∈N en identifiant les coefficients
des fonctions ge´ne´ratrices vues comme se´ries entie`res :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1},
{





















A partir du syste`me (4.7), il est e´galement possible de calculer re´cursivement l’espe´rance
En[s] (resp. En[m]) du nombre de lettres m dans un texte ge´ne´re´ ale´atoirement par L[s]
(resp. L[m]) apre`s n e´tapes de production. Il faut pour cela utiliser le corollaire A.1.2
de l’annexe A.1 et nous obtenons :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1},
{
En+1[s] = 2(1− p1)En[s] + p1 (En[s] + En[m])
En+1[m] = (1− p2)En[s] + 2p2En[m] (4.9)
Une e´quation similaire peut eˆtre obtenue pour la variance.
Le syste`me d’e´quations (4.7) peut e´galement eˆtre obtenu a` partir du corollaire 4.2.6
car nous sommes en pre´sence de processus de branchement multitype, voir Kang and
de Reffye (2007) et Loi and Courne`de (2008). En effet, le vecteur de fonctions ge´ne´ra-
trices ΨLn de W
L


















ΨL1 peut directement eˆtre calcule´e a` partir de L :
ΨL1 (z1, z2) =
(
(1− p1)z21 + p1z1z2, (1− p2)z1 + p2z22
)
.




n est le suivant :





ce qui nous permet de retrouver le re´sultat pre´ce´dent. De fac¸on ge´ne´rale, les deux me´-




Soit V = {s,m, d} un alphabet. Soit L = 〈W+, pi〉 un F0L-syste`me stochastique dont
les composantes de la matrice de transition pi sont toutes e´gales a` 0 a` l’exception de :
pis,mssd = p pis, = 1− p pim,m = 1 pid,d = 1
avec p ∈]0, 1[. Le noyau de transition correspondant est note´ P . Nous souhaitons calcu-
ler la distribution associe´e au nombre d’occurrences du mot dm dans un texte ge´ne´re´
ale´atoirement par le syste`me composant L[s] apre`s N e´tapes de production. Afin de



























la chaˆıne de Markov engendre´e par L[s]. Trouvons maintenant une spe´-
cification ite´rative approprie´e pour {WL[s]n | n ∈ {0, . . . , N}}. Une premie`re ide´e est
d’utiliser la meˆme approche que dans l’exemple pre´ce´dent (on utilise d’abord le the´o-
re`me de de´composition ge´ne´rale 4.3.2 et ensuite on applique le the´ore`me d’inde´pendance
d’e´volution 4.3.3). On obtient alors :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1}, WL[s]n+1 = {(, 1− p)}+ {(, p)}.WL[m]n .WL[s]n .WL[s]n .WL[d]n .
Etant donne´ que pim,m = 1 et pid,d = 1, nous avons :
∀n ∈ N, WL[m]n = {(m, 1)} WL[d]n = {(d, 1)}. (4.10)
Ainsi :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1}, WL[s]n+1 = {(, 1− p)}+ {(, p)}.{(m, 1)}.WL[s]n .WL[s]n .{(d, 1)}.
(4.11)
Cependant, cette dernie`re e´quation ne repose pas sur des constructions admissibles
puisque la concate´nation de W
L[s]
n et de W
L[s]
n est ge´ne´ratrice par rapport a` dm (voir
la de´finition 4.3.3). En effet, comme le mot mssd peut eˆtre obtenu apre`s une e´tape de





1 avec un poids p
2 strictement positif. Or, nous avons c(mssdmssd, dm) 6=
c(mssd, dm) + c(mssd, dm). Par conse´quent, il est ne´cessaire de trouver une autre de´-
composition afin de pouvoir utiliser les re`gles de transformation du the´ore`me 4.3.1. Etant
donne´ que le mot dm ne peut eˆtre cre´e´ que par la concate´nation de deux lettres s (voir
les re`gles de production du L-syste`me), l’ide´e est d’e´crire une de´composition impliquant
W
L[ss]
n . Nous pouvons l’obtenir a` partir de l’e´quation (4.11) et du the´ore`me 4.3.3 :
∀n ∈ {0, . . . , N −1}, WL[s]n+1 = {(, 1−p)}+{(, p)}.{(m, 1)}.WL[ss]n .{(d, 1)}. (4.12)
Cependant, l’e´quation (4.12) n’est pas suffisante pour avoir une spe´cification. Il faut
alors une e´quation re´currente pour W
L[ss]
n mettant en e´vidence le mot dm dans la de´-















{(, 1− p)}+ {(, p)}.{(m, 1)}.WL[ss]n .{(d, 1)}
]
={(, (1− p)2)}+ {(m, 2p(1− p))}.WL[ss]n .{(d, 1)}+ {(m, p2)}.WL[ss]n .{(dm, 1)}.WL[ss]n .{(d, 1)}.
(4.13)
Les e´quations (4.12) et (4.13) forment bien cette fois une spe´cification ite´rative appro-
prie´e pour {WL[s]n | n ∈ {0, . . . , N}}. En effet, il est facile de prouver par une re´currence
imme´diate sur n que tous les mots de W
L[ss]
n commencent soit par s ou m et se finissent
soit par s ou d. Ainsi, dans les e´quations (4.12) et (4.13), la concate´nation de deux
ensembles conse´cutifs de mots ponde´re´s est toujours non ge´ne´ratrice par rapport au
mot dm. Nous avons donc des constructions admissibles. En appliquant les re`gles de
transformation, nous obtenons alors :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1},
 Ψ
L[s]
n+1(z) = 1− p+ pΨL[ss]n (z)
Ψ
L[ss]









0 (z) = 1 et Ψ
L[ss]
0 (z) = 1. Tout comme pour l’exemple de la section pre´ce´dente,
les coefficients de Ψ
L[s]
N (z) peuvent facilement eˆtre extrait du syste`me d’e´quations (4.14)
en identifiant les coefficients des se´ries entie`res correspondantes. En faisant ainsi, ces
coefficients peuvent eˆtre calcule´s re´cursivement. Il est e´galement possible de calculer de
fac¸on re´cursive l’espe´rance et la variance du nombre de mots dm dans un texte ge´ne´re´
ale´atoirement par L[s] apre`s N e´tapes de production en utilisant le corollaire A.1.2 de
l’annexe A.1.
Chapitre 5
E´tude combinatoire des structures
de plante
Dans le chapitre 3, nous avons pre´sente´ un mode`le de de´veloppement stochastique
(note´ S) pour la croissance des plantes. Ce mode`le a fait l’objet d’une e´tude probabiliste :
mise en e´vidence des diffe´rents processus stochastiques et leur mode´lisation, e´criture
des fonctions ge´ne´ratrices, e´tude de la finitude de la croissance. Dans ce chapitre, nous
introduisons un cadre combinatoire pour ce mode`le permettant d’approfondir l’e´tude
probabiliste. La structure d’une plante est code´e par un mot de Dyck. Le de´veloppement
de la plante est repre´sente´ par un 0L-syste`me stochastique (voir la section 5.1.3).
L’utilisation de grammaires formelles pour cre´er des structures de plante n’est pas
une ide´e nouvelle (voir Smith (1984), Prusinkiewicz and Lindenmayer (1990), Franc¸on
(1990), Kurth and Sloboda (1997), Kang and de Reffye (2007) entre autres). Elles ont
surtout e´te´ employe´es pour des besoins graphiques (Prusinkiewicz and Lindenmayer
(1990), Kruszewski and Whitesides (1998) . . . ). Plus re´cemment, (Kang et al. (2007))
les ont utilise´es pour fournir un cadre mathe´matique propice a` l’e´tude de l’organogene`se
stochastique du mode`le de croissance GreenLab 2. Dans un tel contexte, la composition
de la plante a` un cycle donne´ est code´e par un mot construit a` partir d’un alphabet
de symboles repre´sentant les bourgeons et les phytome`res de tout aˆge physiologique.
L’introduction des fonctions ge´ne´ratrices associe´es au nombre de lettres permettent de
calculer de fac¸on re´cursive les moments a` tout ordre de n’importe quel type d’organe
dans la plante a` un cycle donne´. Dans ce chapitre, nous utilisons un codage par mot de
Dyck pour repre´senter la structure d’une plante (voir Loi et al. (2009, 2010)). Ce codage
pre´sente l’avantage de conserver la topologie de la plante (contrairement au codage de
Kang et al. (2007)). Il est alors possible d’e´tendre l’e´tude de la composition a` celle
de motifs (un enchaˆınement particulier d’organes, des organes place´s a` des positions
particulie`res . . . ). Pour cela, nous utiliserons les re´sultats du chapitre pre´ce´dent et en
particulier la me´thode symbolique e´tablie pour des textes ge´ne´re´s ale´atoirement par des
0L-syste`mes stochastiques.
Nous commenc¸ons le chapitre en introduisant le cadre combinatoire associe´ au mo-
de`le de de´veloppement stochastique S, section 5.1. Ensuite, la section 5.2 traite de
l’occurrence de motifs dans des structures de plante ge´ne´re´es par S et montre comment
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appliquer la me´thode symbolique e´crite dans le chapitre pre´ce´dent dans un tel contexte.
Le chapitre se termine par l’application des re´sultats obtenus a` l’estimation des vecteurs
de parame`tres Θorg et Θdif du mode`le S a` partir de donne´es botaniques, voir section
5.3.
5.1 Cadre combinatoire
Cette section commence par quelques rappels de combinatoire. Nous montrons en-
suite comment la structure d’une plante peut eˆtre code´e par un mot de Dyck et comment
le mode`le de de´veloppement S peut eˆtre repre´sente´ par un 0L-syste`me stochastique.
5.1.1 Quelques concepts de combinatoire
Nous rappelons quelques concepts de combinatoire indispensables pour la suite du
chapitre (voir Riordan (2002) et Flajolet and Sedgewick (2009) pour plus de de´tails).
De´finition 5.1.1 (Graphe) Un graphe simple non-oriente´ G est un ensemble (S,A)
avec :
• S l’ensemble des sommets de G ;
• A ⊂ P2(S) un ensemble de paires d’e´le´ments de V appele´ ensemble des areˆtes de
G.
P2(S) de´signe l’ensemble des parties de cardinalite´ 2 de S.
Pour un graphe simple non-oriente´, on appelle chemin un ensemble conse´cutif d’areˆtes
reliant deux sommets entre eux. La longueur d’un chemin est le nombre d’areˆtes le
constituant.
De´finition 5.1.2 (Arbre) Un arbre est un graphe simple non-oriente´ G = (S,A) qui
est :
• acyclique : il n’existe aucun chemin commenc¸ant et terminant par le meˆme som-
met ;
• connexe : pour tout couple de sommets de S, il existe un chemin permettant de les
relier.
La figure 5.1 montre un exemple d’arbre. Concernant les arbres, les sommets S sont
aussi appele´s nœuds.
De´finition 5.1.3 (Arbre enracine´) Un arbre G = (S,A) est dit enracine´ s’il existe
un nœud que l’on distingue spe´cifiquement des autres et que l’on appelle racine.
Pour un arbre enracine´, on appelle profondeur d’un nœud la longueur du chemin
reliant directement la racine au nœud en question. Lorsque l’arbre est enracine´, il devient
un graphe oriente´. Les areˆtes de A deviennent des arcs : la paire de sommets de´finissant
une areˆte devient ordonne´e. Le sommet de de´part de chaque arc est donne´ par le nœud
le moins profond (et le sommet d’arrive´e par le nœud le plus profond). Dans le cas d’un
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Fig. 5.1 – Exemples d’arbres. Si on les conside`re non oriente´s, les trois graphes repre´-
sentent le meˆme arbre. L’arbre (3) est un arbre enracine´. La racine est le nœud marque´
par deux traits et sera toujours repre´sente´e par le nœud en bas de l’arbre. Les fle`ches
indiquent le sens des arcs.
arbre, lorsque deux sommets sont relie´s entre eux par un arc, le sommet de de´part est
appele´ nœud parent du sommet d’arrive´e (le sommet d’arrive´ est appele´ nœud fils du
sommet de de´part).
De´finition 5.1.4 (Arbre planaire enracine´) Un arbre enracine´ est dit planaire si
les sous-arbres provenant d’un meˆme sommet sont ordonne´s entre eux et repre´sente´s de
gauche a` droite.
Fig. 5.2 – Exemples d’arbres planaires enracine´s. Bien que ces deux graphes soient iden-
tiques en tant qu’arbres enracine´s, ils deviennent deux objets distincts en tant qu’arbres
planaires enracine´s.
Il existe plusieurs fac¸ons de parcourir un arbre planaire enracine´. L’une des plus
connues est le parcours en profondeur.
De´finition 5.1.5 (Parcours en profondeur d’un arbre) Un arbre planaire enracine´
est parcouru en profondeur si :
• le premier nœud visite´ est la racine ;
• pour un nœud donne´, l’ordre de visite des sous-arbres correspond a` leur position
de gauche a` droite (la racine est place´e en bas de l’arbre) ;
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• une fois que tous les sous-arbres d’un nœud ont e´te´ visite´s, la visite se poursuit
par le nœud parent ;
• le parcours de l’arbre est termine´ lorsque tous les sous-arbres de la racine ont e´te´
visite´s.
La figure 5.3 montre un exemple de parcours en profondeur. Le parcours en profon-
deur permet de coder les arbres planaires enracine´s par un mot de Dyck (voir Knuth
(1997 (3rd edition)).
De´finition 5.1.6 (Mot de dyck) Un mot w construit a` partir de l’alphabet V =
{z, z′} est un mot de Dyck si :
• w comporte autant de lettres z que de lettres z′ ;
• tout pre´fixe de w comporte un nombre de lettres z supe´rieur ou e´gal au nombre de
lettres z′.
Par exemple, w1 = zzz
′z′ et w2 = zzz′zz′z′ sont des mots de Dyck. Nous avons
alors :
De´finition 5.1.7 (Mot de dyck associe´ a` un arbre planaire enracine´) Un arbre
planaire enracine´ peut eˆtre code´ bijectivement par un mot de Dyck sur l’alphabet V =
{z, z′} de la fac¸on suivante :
• l’arbre est visite´ suivant le parcours en profondeur ;
• chaque areˆte parcourue du nœud parent vers le nœud fils est code´e par la lettre z ;
• chaque areˆte parcourue du nœud fils vers le nœud parent est code´e par la lettre z′.
Fig. 5.3 – Mot de Dyck associe´ a` un arbre planaire enracine´. Le parcours en profondeur
est donne´ par les fle`ches en pointille´.
Il est possible d’e´tendre les notions pre´ce´dentes lorsque des e´tiquettes peuvent eˆtre
associe´es aux nœuds de l’arbre. Dans ce cas, l’arbre est dit e´tiquete´. Nous e´tendons alors
la de´finition des mots de Dyck de la fac¸on suivante :
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De´finition 5.1.8 (Mot de dyck ge´ne´ralise´) Soit L = {l1, . . . , lm} un ensemble de
m e´tiquettes. Un mot w construit a` partir de l’alphabet V = {zli , z′li}i∈{1,...,m} est un mot
de Dyck si :
• pour i ∈ {1, . . . ,m}, w comporte autant de lettres zli que de lettres z′li ;
• pour i ∈ {1, . . . ,m}, tout pre´fixe de w comporte un nombre de lettres zli supe´rieur
ou e´gal au nombre de lettres z′li.
Les mots w1 = zl1zl1z
′
l1






sont des exemples de mots de Dyck
sur l’alphabet V = {zl1 , z′l1 , zl2 , z′l2}. Les arbres planaires enracine´s et e´tiquete´s peuvent
e´galement eˆtre code´s par un mot de Dyck au sens de la de´finition 5.1.8 :
De´finition 5.1.9 (Mot de Dyck associe´ a` un arbre planaire enracine´ e´tiquete´)
Soit L = {l1, . . . , lm} un ensemble de m e´tiquettes. Un arbre planaire enracine´ et e´tiquete´
peut eˆtre code´ bijectivement par un mot de Dyck sur l’alphabet V = {zli , z′li}i∈{1,...,m} de
la fac¸on suivante :
• l’arbre est visite´ suivant le parcours en profondeur ;
• le mot de Dyck commence par la lettre zl et se finit par la lettre z′l avec l ∈ L
l’e´tiquette de la racine.
• chaque areˆte parcourue du nœud parent vers le nœud fils est code´e par la lettre zli
avec li l’e´tiquette du nœud fils ;
• chaque areˆte parcourue du nœud fils vers le nœud parent est code´e par la lettre z′li
avec li l’e´tiquette du nœud fils ;
Fig. 5.4 – Mot de Dyck associe´ a` un arbre planaire enracine´ et e´tiquete´. L’ensemble
des e´tiquettes est L = {l1, l2}. A noter que le mot de Dyck associe´ a` cette arbre est
plus long que celui du cas non-e´tiquete´, cf figure 5.3. Ceci est duˆ a` l’ajout de deux
lettres permettant de coder l’e´tiquette de la racine et ainsi de conserver la bijectivite´
des repre´sentations.
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5.1.2 Codage de la structure d’une plante par un mot de Dyck
Dans cette section, nous montrons que toute structure de plante ge´ne´re´e par le
mode`le de de´veloppement stochastique S peut eˆtre code´e de fac¸on bijective par un
mot de Dyck (rappelons que, d’apre`s la de´finition 2.1.5 du chapitre 2, une structure
de classe physiologique i ∈ {1, . . . , CPm} et d’aˆge k ≥ 0 est la structure forme´e par
l’ensemble des phytome`res issus d’un bourgeon de classe physiologique i pendant k
cycles de de´veloppement).
N.B. 5.1 Dans ce chapitre, nous faisons la distinction entre deux structures de plante
dont l’une est l’image chirale de l’autre. Ainsi, les deux structures de la figure 5.5 sont
conside´re´es comme e´tant des objets distincts bien que, du point de vue 3D, elles soient
identiques. Le passage de la 2D a` la 3D se fait au niveau de la calibration des automates
donnant les re`gles de production du de´veloppement (voir la section 3.1.3). En effet,
supposons par exemple que les deux plantes 2D de la figure 5.5 aient respectivement
une probabilite´ d’occurrence p1 et p2. Si on les conside`re comme structures 3D, alors
leur probabilite´ d’occurrence sera p1 + p2.
Fig. 5.5 – Deux configurations 2D possibles pour une meˆme structure 3D. Dans ce
chapitre, les deux plantes ci-dessus sont deux objets diffe´rents.
Afin de faire le lien entre structures de plante et mots de Dyck, nous montrons
auparavant la proposition suivante :
Proposition 5.1.1 Toute structure de plante ge´ne´re´e par le mode`le de de´veloppement
stochastique S peut eˆtre repre´sente´e bijectivement par un arbre planaire enracine´ et
e´tiquete´.
Preuve Soit i ∈ {1, . . . , CPm} et k ≥ 0. Pour prouver la proposition, nous allons
construire l’arbre planaire enracine´ et e´tiquete´ associe´ a` une structure de CP i et d’aˆge
k. Soit L = B ∪ O l’ensemble des e´tiquettes avec B et O les ensembles de symboles
de´crivant respectivement les bourgeons caracte´rise´s par leur classe physiologique et les
autres organes composant la structure de la plante (voir la section 2.1.6). Si k = 0, alors
la structure se re´duit a` un bourgeon de CP i. Celle-ci peut donc eˆtre repre´sente´e par un
arbre planaire enracine´ et e´tiquete´ compose´ de deux nœuds relie´s entre eux par un arc :
le nœud fils repre´sente le bourgeon et porte l’e´tiquette bi et le nœud parent est la racine
a` laquelle on attribue l’e´tiquette r. Si k > 0, cette structure peut alors eˆtre repre´sente´e
par l’arbre planaire enracine´ et e´tiquete´ de´fini de la fac¸on suivante :
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– tout organe de type l ∈ L est repre´sente´ par un nœud dont l’e´tiquette est l ;
– la racine est le nœud parent du nœud repre´sentant l’entrenœud de CP i situe´ a` la
base de la structure et porte l’e´tiquette r ;
– deux organes connecte´s sont repre´sente´s par deux nœuds relie´s entre eux par un
arc. L’organe porteur est repre´sente´ par le nœud parent et l’organe porte´ par le
nœud fils ;
– la position des nœuds et des arcs de l’arbre respecte l’agencement des organes
donne´ par la structure.
L’arbre planaire enracine´ et e´tiquete´ ainsi de´fini repre´sente bien de fac¸on bijective la
structure de plante.

Une plante d’aˆge k est une structure de CP 1 et d’aˆge k. Elle peut donc eˆtre repre´-
sente´e bijectivement par un arbre planaire enracine´ et e´tiquete´. Dans ce cas, le nœud
racine de l’arbre planaire peut e´galement repre´senter l’organe racine de la plante.
Fig. 5.6 – Arbre planaire enracine´ et e´tiquete´ associe´ a` une plante. Les pe´tioles p et les
limbes l sont repre´sente´s par un unique symbole f (pour feuille).
N.B. 5.2 Godin and Caraglio (1998) avaient de´ja` fait le lien entre structures de plante
et arbres planaires. Leur repre´sentation est diffe´rente de celle pre´sente´e dans la the`se et
est utilise´e entre autre pour des besoins de simulation.
Un corollaire imme´diat est le suivant :
Corollaire 5.1.2 Toute structure de plante ge´ne´re´e par le mode`le de de´veloppement
stochastique S peut eˆtre code´e bijectivement par un mot de Dyck sur l’alphabet V =
{zl, z′l}l∈B∪O.
Preuve Le re´sultat de´coule du fait que tout arbre planaire enracine´ et e´tiquete´ peut
eˆtre code´ bijectivement par un mot de Dyck, cf de´finition 5.1.9.

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Afin de simplifier l’e´criture des mots de Dyck associe´s aux structures de plante, nous
adoptons les conventions de notation suivantes :
– les lettres zr et z
′
r sont retire´es du mot de Dyck : elles se situent toujours respec-
tivement en premie`re et dernie`re position et n’apportent aucune information sur
la structure de la plante ;
– chaque lettre zl ∈ V (resp. z′l ∈ V ) est remplace´e par l’e´tiquette l (resp. l′) qui lui
est associe´e ;
– pour les organes de type l ∈ B ∪ {l, p, fr, fl} (resp. les bourgeons, limbes, pe´tioles,
fruits et fleurs), la lettre zl est toujours suivie de la lettre z
′
l. Dans ce cas, la
se´quence zlz
′
l sera remplace´e par zl. Les seuls organes qui ne sont pas concerne´s
par cette convention sont les entrenœuds de CP i note´ ei, i ∈ {1, . . . , CPm}.
La figure 5.7 donne un exemple de codage avec un mot de Dyck et le mot de Dyck
simplifie´ qui en re´sulte suite aux conventions de notation.
Fig. 5.7 – Mots de Dyck associe´s a` une plante. Le parcours en profondeur est donne´
par les traits en pointille´.
Pour la suite du chapitre, V de´signe l’alphabet des symboles d’organe permettant
de coder par un mot de Dyck la structure d’une plante ge´ne´re´e par S :
V = B ∪ {ei, e′i}i∈{1,...,CPm} ∪ {l, p, fr, fl}.
L’ensemble des mots finis construits a` partir de V est note´ W et l’ensemble des mots
non vides W+. Le mot vide sera de´signe´ par .
5.1.3 De´veloppement et L-syste`mes stochastiques
Dans la section pre´ce´dente, nous avons vu que toute structure de plante a` un cycle
de de´veloppement n ∈ N donne´ peut eˆtre code´e bijectivement par un mot de Dyck
wn. Dans cette section, nous nous inte´ressons a` la dynamique d’e´volution (wn)n≥0 pour
une structure ge´ne´re´e suivant le mode`le S cycle de de´veloppement apre`s cycle de de´ve-
loppement. Autrement dit, nous cherchons a` inte´grer l’organogene`se stochastique et la
diffe´renciation dans le cadre combinatoire initie´ dans la section pre´ce´dente. L’outil ma-
the´matique approprie´ est alors le 0L-syste`me stochastique (voir le chapitre 4). En effet,
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les re`gles de production associe´es a` S peuvent eˆtre repre´sente´es de fac¸on synthe´tique
par une matrice de transition pi de V dans W de la fac¸on suivante :
– pour b ∈ B et w ∈ W , pib,w donne la probabilite´ que le bourgeon de type b e´volue
vers la structure de plante w (probabilite´ donne´e par les re`gles de production). On
peut noter que, si w n’est pas un mot de Dyck (en tenant compte des conventions
de notation de´taille´es dans la section pre´ce´dente), alors pib,w = 0 car toute structure
de plante peut eˆtre code´e bijectivement par un mot de Dyck, cf corollaire 5.1.2.
– pour o ∈ V r B et w ∈ W , pio,w = δo(w) avec δo le symbole de Kronecker centre´
en o. En effet, tout organe o ∈ V r B reste inchange´ par les re`gles de production
de S.
N.B. 5.3 Notons que la matrice de transition pi ainsi de´finie ne prend pas en compte
la se´nescence des feuilles. Autrement dit, a` partir du moment ou` une feuille est rajoute´e
a` la structure de la plante, celle-ci reste en permanence. Pour corriger ce proble`me, il
faudrait ajouter un indice au symbole f (resp. l et p si la distinction est faite entre limbe
et pe´tiole) traduisant l’aˆge de l’organe. Cette repre´sentation complique alors l’e´tude de
la structure de la plante et ne sera pas retenue pour cette the`se.
Prenons par exemple les re`gles de production donne´es par la figure 5.8. Dans ce
cas, l’alphabet est V = {b1, b2, e1, e2, fr, r}. Toutes les composantes de la matrice de
transition pi associe´e au mode`le S sont nulles a` l’exception de :
pib1,b1 = 1−pa(1) pib1,e1b1b2e′1 = pa(1) pib2,e2b2fre′2 = 1
pour les bourgeons et de :
pie1,e1 = 1 pie′1,e′1 = 1 pie2,e2 = 1 pie′2,e′2 = 1 pifr,fr = 1
pour les autres organes.
Fig. 5.8 – Re`gles de production et 0L-syste`me stochastique.
On a alors la proposition suivante :
Proposition 5.1.3 Soit pi la matrice de transition de V dans W donnant les re`gles
de production de S. Pour tout i ∈ {1, . . . , CPm}, la suite de mots de Dyck associe´e a`
l’e´volution d’une structure de classe physiologique i ge´ne´re´e par le mode`le S co¨ıncide
avec celle ge´ne´re´e par le 0L-syste`me stochastique L = 〈bi, pi〉. Dans ce cas, on dit que L
repre´sente le de´veloppement de la structure de classe physiologique i ge´ne´re´e par S.
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Preuve Soit i ∈ 1, . . . , CPm. Notons wn le mot de Dyck repre´sentant une structure de
CP i et d’aˆge n. Le mot w0 correspond a` la structure d’aˆge 0. Nous avons donc w0 = bi.
La structure au cycle n+ 1 est obtenue en remplac¸ant chaque bourgeon de la structure
au cycle n par l’une de ses e´volutions selon les re`gles de production de S. Autrement
dit, wn+1 est obtenu en remplac¸ant chaque lettre b de wn par un mot de Dyck w avec
une probabilite´ pib,w (les lettres o ∈ V r B de wn associe´es aux organes qui ne sont pas
des bourgeons restent inchange´es dans wn+1). Le processus a` temps discret (wn)n≥0 est
donc une chaˆıne de Markov. En suivant les re`gles de production de S, les probabilite´s
de transition sont donne´es par :







avec x = x1x2 . . . xn et xi ∈ V pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Ainsi, le processus a` temps
discret (wn)n≥0 posse`de le meˆme espace d’e´tats W , le meˆme noyau de transition et la




n≥0 ge´ne´re´e par le 0L-syste`me
stochastique L = 〈bi, pi〉 ce qui prouve la proposition.

A partir de la proposition pre´ce´dente, il est naturel de de´finir le concept de F0L-
syste`me stochastique associe´ au mode`le S :
De´finition 5.1.10 (F0L-syste`me associe´ au mode`le S) Soit pi la matrice de tran-
sition de V dans W donnant les re`gles de production de S. La grammaire formelle
L = 〈W+, pi〉 est appele´e F0L-syste`me stochastique associe´ au mode`le de de´veloppement
S.
Ainsi, pour b ∈ B, le syste`me composant L[b] caracte´rise l’organogene`se d’une structure
de plante initie´e par un bourgeon de type b. Par la suite, nous utiliserons les meˆmes
notations que dans le chapitre 4. Ainsi, pour tout 0L-syste`me stochastique L = 〈b, pi〉 de
noyau de transition P et b ∈ B, WLn de´signera l’ensemble des mots ponde´re´s possibles
ge´ne´re´s par L apre`s n e´tapes de production :
WLn = {(w, (P n)a,w) | w ∈ W}.
Du point de vue botanique, WLn peut eˆtre vue comme l’ensemble des structures de
plante initie´es par un bourgeon de type b et ge´ne´re´es par le mode`le de de´veloppement
stochastique S apre`s n cycles de de´veloppement. Pour w ∈ W , (P n)a,w est la probabilite´
de re´alisation d’une telle structure de plante.
5.2 Occurrence de motifs dans la structure d’une
plante
5.2.1 Principe
Dans le chapitre 3, nous avons effectue´ une e´tude probabiliste du mode`le de de´ve-
loppement stochastique S. Nous avons entre autre mis en e´vidence que le processus
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(Nn)n∈{0,...,T}, pour T ∈ N, est un processus de branchement de Galton-Watson multi-
type, voir le the´ore`me 3.3.3 du chapitre 3. Nous rappelons que Nn est le vecteur donnant




n)a∈B∪O, n ≥ 0,
avec Nan le nombre total d’organes de type a dans la plante au de´but du cycle de
de´veloppement n. Nous avons e´galement e´crit une relation de re´currence pour la fonction
ge´ne´ratrice Ψdevn [b1] associe´e au vecteur ale´atoire Nn, cf corollaire 3.4.4. Graˆce a` cette
relation, il est possible d’obtenir de fac¸on re´cursive la distribution de probabilite´ et les
moments a` tout ordre du nombre d’organes de tout type dans une plante a` un cycle de
de´veloppement n donne´.
Cette approche trouve cependant ses limites quand on s’inte´resse a` des re´pe´titions
de motifs dans la topologie de la plante (i.e. la fac¸on dont les organes sont relie´s les
uns aux autres). Ici, le terme motif peut de´signer un agencement particulier d’organes
(par exemple, les structures en Y de la section 5.2.3), une sous-structure pre´cise de la
plante ou encore des organes occupant une position particulie`re (cf section 5.2.4 avec les
apex). Dans l’e´tude probabiliste du chapitre 3, la topologie de la plante n’e´tait pas prise
en compte. Ce qui nous inte´ressait alors e´tait la composition de la plante a` un cycle
donne´ (c’est-a`-dire le nombre d’organes de chaque type). Cependant, l’e´tude de motifs
ne´cessite de conserver l’aspect structurel de la plante. Le cadre combinatoire de´taille´
dans la section 5.1 est plus adapte´ au proble`me graˆce a` l’utilisation des mots de Dyck
qui servent a` coder bijectivement la structure de la plante.
Soit pi la matrice de transition donnant les re`gles de production de S. Soit wN le mot
de Dyck codant la structure d’une plante ge´ne´re´e par S apre`sN cycles de de´veloppement.
Dans le cadre combinatoire de´taille´ dans ce chapitre, un motif est en fait une chaˆıne
de caracte`res u pris dans l’alphabet V . De´terminer la distribution (ou les moments)
associe´e au nombre d’occurrences du motif en question dans une plante ge´ne´re´e par S
apre`s N cycles de de´veloppement est en fait e´quivalent a` de´terminer la distribution (ou
les moments) associe´e au nombre d’occurrences du mot u dans le mot ale´atoire wN .
Le proble`me se re´sume donc a` l’e´tude d’occurrences du mot u dans un texte ge´ne´re´
ale´atoirement par le 0L-syste`me stochastique L = 〈b1, pi〉 apre`s N e´tapes de production.
La me´thode symbolique de´veloppe´e dans le chapitre 4 pre´ce´dent permet de re´soudre ce
proble`me dans certains cas. En effet, pour N donne´, la distribution d’inte´reˆt est obtenue
a` partir des coefficients de la fonction ge´ne´ratrice ΨLN de L associe´e a` {u} apre`s N e´tapes










c(WLN , u) = k
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zk
avec c la fonction de comptage donne´e par la de´finition 4.1.6 du chapitre 4, P le noyau de




n≥0 la chaˆıne de Markov engendre´e par L. Graˆce a` la me´thode
symbolique, nous obtenons un ensemble de relations de re´currence faisant intervenir
les fonctions ge´ne´ratrices ΨLk avec k ∈ {0, . . . , N}. Il est alors possible d’extraire la
distribution du nombre de motifs ou encore les moments associe´s.
96 Chapitre 5. E´tude combinatoire des structures de plante
Le reste de la section 5.2 est de´die´ a` la mise en œuvre de la me´thode symbolique
au travers de trois exemples. Les deux premiers sont tre`s fortement lie´s aux exemples
d’application de la section 4.4. A chaque fois, l’objectif est d’obtenir les relations de
re´currence ve´rifie´es par les fonctions ge´ne´ratrices d’inte´reˆt.
5.2.2 Distribution du nombre de fruits
Conside´rons le mode`le de de´veloppement S suivant :
– La classe physiologique maximale est CPm = 2 ;
– Un entrenœud de CP 1 porte un bourgeon apical de CP 1, un bourgeon axillaire
de CP 2 et une feuille ;
– Un entrenœud de CP 2 porte un bourgeon apical de CP 2, une feuille et un fruit ;
– Un bourgeon de CP 1 est actif et produit un nouveau phytome`re avec une proba-
bilite´ pa(1) ou bien il est dormant avec une probabilite´ 1−pa(1) ;
– Un bourgeon de CP 2 produit toujours un nouveau phytome`re a` chaque cycle de
de´veloppement.
Les re`gles de production de S sont illustre´es par la figure 5.8. Nous souhaitons de´terminer
la distribution associe´e au nombre de fruits dans une plante ge´ne´re´e ale´atoirement par
S apre`s N cycles de de´veloppement. Etant donne´ que nous ne nous inte´ressons pas aux
feuilles et que celles-ci n’interviennent pas dans la mise en place de l’architecture de la
plante, nous les omettons pour la suite de l’e´tude. Les ensembles de symboles associe´s
aux bourgeons et aux autres organes de la plante sont alors donne´s respectivement par
B = {b1, b2} et O = {e1, e2, fr}. En tenant compte des conventions de notations pour
les mots de Dyck associe´s aux structures de plante (voir section 5.1.2), l’alphabet est
donc donne´ par :
V = {b1, b2, e1, e′1, e2, e′2, fr}.
La matrice de transition pi associe´e aux re`gles de production de S est la matrice de V
dans W dont toutes les composantes sont nulles a` l’exception de :
pib1,b1 = 1−pa(1) pib1,e1b1b2e′1 = pa(1) pib2,e2b2fre′2 = 1
pour les bourgeons et de :
pie1,e1 = 1 pie′1,e′1 = 1 pie2,e2 = 1 pie′2,e′2 = 1 pifr,fr = 1
pour les autres organes. Soit L = 〈W+, pi〉 le F0L-syste`me stochastique associe´ au mode`le
de de´veloppement S. De´terminer la distribution associe´e au nombre de fruits dans une
plante ge´ne´re´e ale´atoirement par S apre`s N cycles de de´veloppement est e´quivalent a`
de´terminer la distribution associe´e au nombre d’occurrences du mot fr dans un texte
ge´ne´re´ ale´atoirement par le syste`me composant L[b1] apre`s N e´tapes de production.
Pour re´soudre le proble`me, nous souhaitons calculer Ψ
L[b1]
N , la fonction ge´ne´ratrice de
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la chaˆıne de Markov engendre´e
par L[b1]. Ψ
L
N(z) peut eˆtre de´termine´e re´cursivement en utilisant la me´thode symbolique
du chapitre 4. La premie`re e´tape consiste a` trouver une spe´cification ite´rative approprie´e
pour {WL[b1]n | n ∈ {0, . . . , N}}. Le proble`me rencontre´ ici est tre`s proche de celui traite´
dans la section 4.4.1 a` propos de l’occurrence de mots compose´s d’une seule lettre. Les
meˆmes techniques peuvent donc eˆtre employe´es. En utilisant d’abord le the´ore`me de
de´composition ge´ne´rale 4.3.2 et ensuite le the´ore`me d’inde´pendance d’e´volution 4.3.3, il
vient :





Il nous faut e´galement une e´quation combinatoire pour W
L[b2]
n avec n ∈ {0, . . . , N}.
Nous proce´dons de la meˆme fac¸on :




D’apre`s les re`gles de production donne´es par pi, il est imme´diat que :
n ∈ {0, . . . , N}, a ∈ {e1, e′1, e2, e′2, fr}, WL[a]n = {(a, 1)}.
En remplac¸ant dans les e´quations (5.1) et (5.2), nous obtenons :




n+1 = {(, 1− pa(1))}.WL[b1]n + {(e1, pa(1))}.WL[b1]n .WL[b2]n .{(e′1, 1)}
W
L[b2]
n+1 = {(e2, 1)}.WL[b2]n .{(fre′2, 1)}
Le syste`me d’e´quations combinatoires pre´ce´dent est bien une spe´cification ite´rative ade´-
quate pour {WL[b1]n | n ∈ {0, . . . , N}} puisque toutes les concate´nations sont non-
ge´ne´ratrices par rapport a` fr (voir la de´finition 4.3.3). Il est donc possible d’utiliser
les re`gles de transformation du the´ore`me 4.3.1 et on obtient le syste`me d’e´quations
re´currentes suivant :




n+1 (z) = (1− pa(1))ΨL[b1]n (z) + pa(1)ΨL[b1]n (z)ΨL[b2]n (z)
Ψ
L[b2]






0 (z) = 1 et Ψ
L[b2]
0 (z) = 1. Il s’en suit imme´diatement :
ΨL[b2]n (z) = z




n+1 (z) = Ψ
L[b1]




1− pa(1) + pa(1)zk
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(5.4)




n , fr) = k
)
la probabilite´ d’avoir k fruits dans une plante d’aˆge n. pkn
repre´sente le coefficient devant zk dans le de´veloppement en se´rie entie`re de Ψ
L[b1]
n . Graˆce
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en identifiant les coefficients des fonctions ge´ne´ratrices vues comme se´ries entie`res :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1}, k ≥ 0, pkn+1 = (1− pa(1))pkn + 1N(k − n)pa(1)pn−kk .
avec 1N l’indicatrice des entiers naturels. En de´rivant l’e´quation (5.4) et en prenant
z = 1 (voir le corollaire A.1.2 de l’annexe A.1), nous obtenons l’espe´rance du nombre










pa(1), N ≥ 1.
Notons que si EˆN de´signe la distribution empirique (obtenue a` partir d’un ensemble de
vraies plantes) du nombre de fruits dans une plante d’aˆge N , nous pouvons fournir une
estimation de la probabilite´ pa(1) que nous notons pˆa(1) par :
pˆa(1) = EˆN
2
N(N − 1) .
La section 5.3 consacre´e a` l’estimation des parame`tres de S utilise en partie cette tech-
nique.
N.B. 5.4 Le syste`me d’e´quations (5.3) aurait pu eˆtre obtenu directement en appli-
quant le the´ore`me de composition des fonctions ge´ne´ratrices associe´es a` Nn (voir corol-
laire 3.4.4 du chapitre 3) et en affectant la valeur 1 pour toutes les variables a` l’exception
de e2. En effet, dans cet exemple, le nombre de fruits correspond au nombre d’entre-
nœuds de CP 2.
5.2.3 Distribution du nombre de structures en Y
Conside´rons le mode`le S de´fini de la fac¸on suivante :
– La classe physiologique maximale est CPm = 1 ;
– Un entrenœud de CP 1 porte deux bourgeons axillaires de CP 1, aucun bourgeon
apical et une feuille ;
– Un bourgeon de CP 1 est actif et produit un nouveau phytome`re avec une proba-
bilite´ ps(1) ou bien il meurt avec une probabilite´ 1−ps(1).
Les re`gles de production de S sont illustre´es par la figure 5.9.
Fig. 5.9 – Re`gles de production avec probabilite´ de survie.
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Fig. 5.10 – Exemples de structures en Y.
Nous souhaitons de´terminer la distribution associe´e au nombre de structures en Y
dans une plante ge´ne´re´e ale´atoirement par S apre`s N cycles de de´veloppement. On
appelle structure en Y la structure forme´e par un phytome`re et les deux phytome`res
late´raux qu’il porte, cf figure 5.10.
Etant donne´ que nous ne nous inte´ressons pas aux feuilles et que celles-ci n’inter-
viennent pas dans la mise en place de l’architecture de la plante, nous les omettons
une fois de plus pour la suite de l’e´tude. Les ensembles de symboles associe´s aux bour-
geons et aux autres organes de la plante sont alors donne´s respectivement par B = {b1}
et O = {e1}. En tenant compte des conventions de notations pour les mots de Dyck
associe´s aux structures de plante (voir section 5.1.2), l’alphabet est donc donne´ par :
V = {b1, e1, e′1}.
La matrice de transition pi associe´e aux re`gles de production de S est la matrice de V
dans W dont toutes les composantes sont nulles a` l’exception de :
pib1, = 1−ps(1) pib1,e1b1b1e′1 = ps(1) pie1,e1 = 1 pie′1,e′1 = 1
Soit L = 〈W+, pi〉 le F0L-syste`me stochastique associe´ au mode`le de de´veloppement S.
De´terminer la distribution associe´e au nombre de structures en Y dans une plante ge´-
ne´re´e ale´atoirement par S apre`s N cycles de de´veloppement est e´quivalent a` de´terminer
la distribution associe´e au nombre d’occurrences du mot e′1e1 dans un texte ge´ne´re´ ale´a-
toirement par le syste`me composant L[b1] apre`s N e´tapes de production. Pour re´soudre
le proble`me, nous souhaitons calculer Ψ
L[b1]
N , la fonction ge´ne´ratrice de L[b1] associe´e a`


























la chaˆıne de Markov engendre´e
par L[b1]. Tout comme dans l’exemple pre´ce´dent, Ψ
L[b1]
N (z) peut eˆtre de´termine´e re´cursi-
vement en utilisant la me´thode symbolique du chapitre 4. Le proble`me a de´ja` e´te´ traite´
dans la section 4.4.2. Il suffit de remplacer les lettres s, m et d respectivement par b1,
e1 et e
′
1. Une spe´cification ite´rative ade´quate pour {WL[b1]n | n ∈ {0, . . . , N}} est alors
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donne´e par :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1},
W
L[b1]
n+1 = {(, 1− ps(1))}+ {(e1, ps(1))}.WL[b1b1]n .{(e′1, 1)}
W
L[b1b1]
n+1 = {(, (1− ps(1))2)}+ {(e1, 2ps(1)(1− ps(1)))}.WL[b1b1]n .{(e′1, 1)}
+{(e1, ps(1)2)}.WL[b1b1]n .{(e′1e1, 1)}.WL[b1b1]n .{(e′1, 1)}
(5.5)
En utilisant les re`gles de transformation du the´ore`me 4.3.1, nous obtenons le syste`me
d’e´quations re´currentes pour Ψ
L[b1]
n pour n ∈ {0, . . . , N} :
∀n ∈ {0, . . . , N−1},
 Ψ
L[b1]
n+1 (z) = 1− ps(1) + ps(1)ΨL[b1b1]n (z)







0 (z) = 1 et Ψ
L[b1b1]










et donc en re´injectant dans la deuxie`me e´quation du syste`me (5.6) :
∀n{0, . . . , N − 1},
ΨL[b1]n+1 (z) = 1− ps(1) + ps(1)(1− ps(1)) + 2ps(1) (1− ps(1))ΨL[b1]n (z) + ps(1)z
(











n , e′1e1) = k
)
la probabilite´ d’avoir k structures
en Y dans une plante d’aˆge n. Tout comme pour l’exemple pre´ce´dent, la distribution{
pkN
}
k≥0 peut eˆtre de´termine´e re´cursivement en identifiant les coefficients des fonctions
ge´ne´ratrices de´veloppe´es en se´ries entie`res :
∀n ∈ {0, . . . ,N − 1}, ∀k ≥ 0,





pqn + δ0(q) [ps(1)− 1]
) (
pk−1−qn + δk−1(q) [ps(1)− 1]
)
.
Il est e´galement possible d’obtenir re´cursivement les moments a` tout ordre du nombre
de fruits dans une plante d’aˆge N a` partir de l’e´quation (5.7) graˆce au corollaire A.1.2
de l’annexe A.1.
5.2.4 Distribution du nombre d’apex
Soit le mode`le de de´veloppement stochastique S de´fini de la fac¸on suivante :
– La classe physiologique maximale est CPm = 1 ;
– Un entrenœud de CP 1 porte deux bourgeons axillaires de CP 1, aucun bourgeon
apical et une feuille ;
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– Un bourgeon de CP 1 est actif et produit un nouveau phytome`re avec une proba-
bilite´ pa(1) ou bien il est dormant avec une probabilite´ 1−pa(1).
Les re`gles de production de S sont illustre´es par la figure 5.11.
Fig. 5.11 – Re`gles de production avec dormance.
Nous souhaitons de´terminer la distribution associe´e au nombre d’apex dans une
plante ge´ne´re´e ale´atoirement par S apre`s N cycles de de´veloppement. Un apex est en
fait le bout d’une tige, cf figure 5.12.
Fig. 5.12 – Exemples d’apex.
Etant donne´ que nous ne nous inte´ressons pas aux feuilles et que celles-ci n’inter-
viennent pas dans la mise en place de l’architecture de la plante, nous les omettons
une fois de plus pour la suite de l’e´tude. Les ensembles de symboles associe´s aux bour-
geons et aux autres organes de la plante sont alors donne´s respectivement par B = {b1}
et O = {e1}. En tenant compte des conventions de notations pour les mots de Dyck
associe´s aux structures de plante (voir section 5.1.2), l’alphabet est donc donne´ par :
V = {b1, e1, e′1}.
La matrice de transition pi associe´e aux re`gles de production de S est la matrice de V
dans W dont toutes les composantes sont nulles a` l’exception de :
pib1,b1 = 1−pa(1) pib1,e1b1b1e′1 = pa(1) pie1,e1 = 1 pie′1,e′1 = 1
Soit L = 〈W+, pi〉 le F0L-syste`me stochastique associe´ au mode`le de de´veloppement S.
De´terminer la distribution associe´e au nombre d’apex dans une plante ge´ne´re´e ale´atoire-
ment par S apre`s N cycles de de´veloppement est e´quivalent a` de´terminer la distribution
associe´e au nombre d’occurrences du mot e1b1b1e
′
1 dans un texte ge´ne´re´ ale´atoirement par
le syste`me composant L[b1] apre`s N e´tapes de production. Pour re´soudre le proble`me,
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nous souhaitons calculer Ψ
L[b1]
N , la fonction ge´ne´ratrice de L[b1] associe´e a` {e1b1b1e′1}


























la chaˆıne de Markov engendre´e par
L[b1]. Ψ
L[b1]
N (z) est encore de´termine´e re´cursivement en utilisant la me´thode symbolique
du chapitre 4. La premie`re e´tape consiste a` trouver une spe´cification ite´rative ade´quate
pour {WL[b1]n | n ∈ {0, . . . , N}}. Utilisons tout d’abord le the´ore`me de de´composition
ge´ne´rale 4.3.2 et le the´ore`me d’inde´pendance d’e´volution 4.3.3 :
∀n ∈ {0, . . . , N−1}, WL[b1]n+1 = {(, 1−ps(1))}.WL[b1]n +{(e1, 1−ps(1))}.WL[b1]n .WL[b1]n .{(e′1, 1)}
Le syste`me d’e´quations combinatoires pre´ce´dent n’est pas une bonne spe´cification car
la concate´nation de {(e1, 1− ps(1))}, WL[b1]n , WL[b1]n et {(e′1, 1)} est ge´ne´ratrice par rap-
port au mot e1b1b1e
′
1. L’ide´e est alors d’introduire la classe combinatoire stochastique
W
L[e1b1b1e′1]
n dans la de´composition de W
L[b1]
n+1 . A partir de l’e´quation pre´ce´dente, nous
avons alors :





Cette fois, toutes les concate´nations sont non ge´ne´ratrices par rapport a` e1b1b1e
′
1. Pour
que la spe´cification soit comple`te, il faut encore un syste`me d’e´quations combinatoires
exprimant W
L[b1]
n re´cursivement et reposant sur des constructions admissibles. Nous
l’obtenons a` partir de l’e´quation (5.8) :






























n .{(e′1, 1)} (5.9)
Les e´quations (5.8) et (5.9) forment bien une spe´cification ite´rative ade´quate pour
{WL[b1]n | n ∈ {0, . . . , N}}. En utilisant les re`gles de transformation du the´ore`me 4.3.1,
nous obtenons le syste`me d’e´quations fonctionnelles suivant :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1}







n+1 (z) = (1− pa(1))2ΨL[e1b1b1e
′
1]
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avec Ψ
L[b1]
0 (z) = 1 et Ψ
L[e1b1b1e′1]
0 (z) = z. On peut extraire des e´quations pre´ce´dentes la








d’avoir k apex dans une plante d’aˆge n. On








la probabilite´ d’avoir k apex
dans une plante d’aˆge n. On en de´duit :
∀n ∈ {0, . . . , N − 1}, ∀k ≥ 0,{
pkn+1 = (1− pa(1))pkn + pa(1)qkn













En utilisant le corollaire A.1.2 de l’annexe A.1 et le syste`me d’e´quations (5.10), il est
e´galement possible d’en de´duire les moments a` tout ordre du nombre d’apex dans une
plante d’aˆge N .
5.3 Estimation des parame`tres du mode`le de de´ve-
loppement
Nous proposons dans cette section une me´thode permettant d’estimer le vecteur de
parame`tres Θdev associe´ au mode`le S a` partir de donne´es botaniques (voir Loi et al.
(2010)). Θdev est en fait le vecteur forme´ a` partir des vecteurs Θorg et Θdif (cf le cha-
pitre 3) associe´s respectivement au mode`le d’organogene`se et de diffe´renciation de S.
Pour estimer Θdev, nous proposons une me´thode s’inspirant de celle utilise´e pour es-
timer le vecteur de parame`tres ΘGLorg associe´ au mode`le d’organogene`se de GreenLab 2
(voir Wang et al. (2009) entre autres et la section 3.1.2 pour une description du mo-
de`le) mais qui combine e´galement les re´sultats obtenus dans la section 5.2 graˆce a` la
me´thode symbolique. Nous pre´sentons d’abord la me´thode d’estimation des parame`tres
de l’organogene`se de GreenLab 2, cf section 5.3.1. Nous proposons ensuite une me´thode
pour l’estimation de Θdev associe´ au mode`le de de´veloppement S, section 5.3.2. Enfin,
nous terminons par la pre´sentation d’une proce´dure d’e´chantillonnage permettant de
recueillir les donne´es a` partir d’une population de plantes (section 5.3.3).
5.3.1 Cas du mode`le GreenLab 2
Dans GreenLab 2, l’estimation de ΘGLorg se fait a` partir de donne´es botaniques lie´es
a` la composition de la plante comme par exemple le nombre de phytome`res dans une
structure donne´e ou encore le nombre d’unite´s de croissance (i.e. l’ensemble des phy-
tome`res issus d’un bourgeon au cours d’une e´tape d’organogene`se). Ces donne´es sont
recueillies a` partir d’une population de plantes dont l’aˆge maximal (en cycles de de´ve-
loppement) est note´ Nmax. Pour la suite, nous choisissons de travailler avec le nombre
de phytome`res. Le principe reste le meˆme pour tout autre type d’organe. Pour toute la
suite de la section, nous faisons l’hypothe`se de connaˆıtre l’aˆge de tous les phytome`res
des diffe´rentes plantes. L’estimation ΘˆGLorg de Θ
GL
org est alors choisie comme le vecteur
minimisant la distance euclidienne entre deux vecteurs Memp et Mth de RM , M ∈ N∗,
introduits de la fac¸on suivante :
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• construction de Memp : a` partir des plantes, nous en de´duisons l’ensemble des
distributions empiriques Di,kemp associe´es au nombre de phytome`res pre´sents dans
une structure de CP i ∈ {1, . . . , CPm} et d’aˆge k ∈ {1, . . . , Nmax} (cf la section
5.3.3 pour l’obtention de Di,kemp). Pour tous les couples (i, k), il est alors possible
de calculer la moyenne empirique M i,kemp et la variance empirique V
i,k
emp associe´es a`
Di,kemp. Le vecteurMemp regroupe alors toutes les moyennes et variances empiriques
possibles obtenues a` partir des vraies plantes :
Memp = (M i,kemp, V i,kemp)i∈{1,...,CPm},k∈{1,...,Nmax}.
• construction deMth : en utilisant la the´orie des processus compose´s, il est possible
de donner une expression explicite de M i,kth et de V
i,k
th qui sont respectivement
l’espe´rance et la variance the´orique associe´es au nombre de phytome`res dans une
structure de CP i ∈ {1, . . . , CPm} et d’aˆge k ∈ {1, . . . , Nmax} ge´ne´re´e selon le
mode`le GreenLab 2 (voir Kang et al. (2008)). Le vecteur Mth regroupe alors
l’ensemble de ces espe´rances et variances :
Mth = (M i,kth , V i,kth )i∈{1,...,CPm},k∈{1,...,Nmax}.
et de´pend du vecteur de parame`tres ΘGLorg.





avec ||.||2 la norme euclidienne sur Rdim(ΘGLorg). Des algorithmes d’optimisation de type
Levenberg-Marquardt (voir l’annexe B) peuvent eˆtre utilise´s pour calculer ΘˆGLorg.
5.3.2 Proce´dure utilisant la me´thode symbolique
La me´thode de GreenLab 2 peut e´galement eˆtre utilise´e pour fournir une estimation
Θˆdev du vecteur de parame`tres Θdev associe´ au mode`le S. Cependant, il n’est pas toujours
facile de compter le nombre de phytome`res (ou le nombre d’unite´s de croissance) dans
une plante. En effet, il est possible que les cicatrices laisse´es par les e´tapes successives
d’organogene`se s’estompent avec le temps rendant difficile le comptage. Ceci entraˆıne
alors une sous ou une sur-estimation des moyennes et variances empiriquesM i,kemp et V
i,k
emp
ce qui a pour effet de biaiser l’estimation Θˆdev de Θdev. Au lieu de travailler avec des or-
ganes, nous proposons de travailler avec des motifs qui sont plus facilement identifiables
a` l’e´chelle de la plante (apex, structure en Y, . . . ). En effet, la me´thode symbolique ap-
plique´e aux plantes permet de calculer re´cursivement moyennes et variances the´oriques
associe´es au nombre d’occurrences d’un motif particulier dans une structure donne´e (voir
les sections 5.2.3 et 5.2.4). Pour la suite, choisissons comme motif les structures en Y et
supposons que l’on dispose toujours d’une population de plantes dont l’aˆge maximal (en
cycles de de´veloppement) est note´ Nmax et que nous sommes capables de donner l’aˆge de
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chacune des plantes. Notre me´thode propose une estimation Θˆdev de Θdev choisie comme
le vecteur minimisant la distance euclidienne entre deux vecteursMemp etMth de RM ,
M ∈ N∗, introduits de la fac¸on suivante :
• construction de Memp : a` partir des vraies plantes, nous en de´duisons l’ensemble
des distributions empiriquesDkemp associe´es au nombre de structures en Y pre´sentes
dans une plante d’aˆge k ∈ {1, . . . , Nmax} (cf la section 5.3.3). Il est donc possible
de calculer la moyenne empirique Mkemp et la variance empirique V
k
emp associe´es a`
Dkemp. Le vecteurMemp regroupe alors toutes les moyennes et variances empiriques
possibles obtenues a` partir des vraies plantes :
Memp = (Mkemp, V kemp)k∈{1,...,Nmax}.
• construction deMth : en utilisant la me´thode symbolique dans le cadre des plantes,
il est possible de calculer re´cursivement Mkth et V
k
th qui sont respectivement l’es-
pe´rance et la variance the´orique associe´es au nombre de structures en Y dans
une plante d’aˆge k ∈ {1, . . . , Nmax} ge´ne´re´e selon le mode`le S. Le vecteur Mth
regroupe alors l’ensemble de ces espe´rances et variances :
Mth = (Mkth, V kth)k∈{1,...,Nmax}.
et de´pend du vecteur de parame`tres Θdev.




avec ||.||2 la norme euclidienne sur Rdim(Θdev) et D un sous-ensemble borne´ de Rdim(Θdev).
Tout comme pour GreenLab 2, des algorithmes d’optimisation de type Levenberg-
Marquardt (voir l’annexe B) peuvent eˆtre utilise´s pour re´soudre le proble`me de mi-
nimisation. Dans le cas ou` le nombre de parame`tres a` estimer est supe´rieur au nombre
d’e´quations disponibles, c’est-a`-dire :
dim(Θdev) > dim(Memp) = dim(Mth),
il est toujours possible d’augmenter la dimension de Memp (et donc celle de Mth) en
introduisant dans Memp les moments d’ordre l ≥ 3 concernant le nombre de structures
en Y pour des plantes d’aˆge k et obtenus a` partir de Dkemp. Le vecteurMth est alors lui
aussi augmente´ de fac¸on similaire en introduisant les moments the´oriques d’ordre l ≥ 3
(toujours obtenus re´cursivement par la me´thode symbolique).
Dans la me´thode propose´e, il est ne´cessaire de disposer d’un grand nombre de plantes
(plusieurs centaines) pour construire des distributions empiriques {Dkemp}k∈{1,...,Nmax} qui
soient bien repre´sentatives de la vraie distribution. En effet, un e´chantillon de petite
taille engendrerait un biais important dans l’estimation du vecteur de parame`tres Θdev.
Si nous ne disposons seulement que de quelques plantes (de l’ordre de la dizaine), il
n’est pas raisonnable d’appliquer la me´thode pre´ce´dente. Dans ce cas, il convient de
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changer la nature des donne´es botaniques utilise´es. Au lieu de travailler a` l’e´chelle de
la plante entie`re, nous conside´rons cette fois l’ensemble des structures qui la compose.
L’estimation Θˆdev de Θdev est toujours choisie comme le vecteur minimisant la distance
euclidienne entre deux nouveaux vecteursMemp etMth de RM , M ∈ N∗, introduits de
la fac¸on suivante :
• construction de Memp : a` partir des vraies plantes, nous en de´duisons l’ensemble
des distributions empiriquesDi,kemp associe´es au nombre de structures en Y pre´sentes
dans une structure de CP i ∈ {1, . . . , CPm} et d’aˆge k ∈ {1, . . . , Nmax} (cf la
section 5.3.3). De meˆme, pour tous les couples (i, k), il est possible de calculer
la moyenne empirique M i,kemp et la variance empirique V
i,k
emp associe´es a` D
i,k
emp. Le
vecteurMemp regroupe alors toutes les moyennes et variances empiriques possibles
obtenues a` partir des vraies plantes :
Memp = (M i,kemp, V i,kemp)i∈{1,...,CPm},k∈{1,...,Nmax}.
• construction deMth : en utilisant la me´thode symbolique dans le cadre des plantes,
il est possible de calculer re´cursivement M i,kth et V
i,k
th qui sont respectivement l’es-
pe´rance et la variance the´orique associe´es au nombre de structures en Y dans une
structure de CP i ∈ {1, . . . , CPm} et d’aˆge k ∈ {1, . . . , Nmax} ge´ne´re´e selon le mo-
de`le S. Le vecteur Mth regroupe alors l’ensemble de ces espe´rances et variances :
Mth = (M i,kth , V i,kth )i∈{1,...,CPm},k∈{1,...,Nmax}.
et de´pend du vecteur de parame`tres Θdev.




avec ||.||2 la norme euclidienne sur Rdim(Θdev) et D un sous-ensemble borne´ de Rdim(Θdev).
Cette nouvelle version de la me´thode ne´cessite de connaˆıtre l’aˆge de tous les phytome`res
de la plante ce qui est une hypothe`se tre`s restrictive. En effet, dans le cas d’une plante
avec de´veloppement stochastique, il se peut que les bourgeons de celle-ci marquent des
pauses dans leur fonctionnement. En ge´ne´ral, il n’est alors pas possible de donner l’aˆge
des phytome`res avec pre´cision.
5.3.3 Proce´dure d’e´chantillonnage
Dans cette section, nous proposons une proce´dure concernant l’obtention des distri-
butions empiriques Dkemp et D
i,k
emp, i ∈ {1, . . . , CPm} et k ∈ {1, . . . , Nmax}, intervenant
dans les me´thodes d’estimation des deux sections pre´ce´dentes.
Obtention de Dkemp, k ∈ {1, . . . , Nmax} :
Nous supposons toujours que nous disposons d’un ensemble de plantes dont l’aˆge
maximal est Nmax et que nous sommes capables de donner l’aˆge de chacune d’entre
elles. La proce´dure est la suivante :
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1. Choisir un organe ou un motif a` partir duquel la me´thode d’estimation se fera ;
2. Pour chaque plante, compter le nombre d’organes ou de motifs d’inte´reˆt ;
3. A partir du mode`le d’organogene`se, e´tablir le nombre maximal Okmax d’organes ou
de motifs d’inte´reˆt que peut contenir une plante d’aˆge k ;
4. Calculer la probabilite´ empirique pk(l) d’avoir l organes ou motifs dans une plante
d’aˆge k :
pk(l) =
nombre de plantes d’aˆge k ayant l organes ou motifs
nombre total de plantes d’aˆge k
si le nombre de plantes d’aˆge k est diffe´rent de 0. Dans le cas contraire, on pose
pk(l) = δ0(l).






Obtention de Di,kemp, i ∈ {1, . . . , CPm} et k ∈ {1, . . . , Nmax} :
Nous supposons toujours que nous disposons d’un ensemble de plantes dont l’aˆge
maximal estNmax et que nous sommes capables de donner l’aˆge des diffe´rents phytome`res
de chacune d’entre elles. La proce´dure est la suivante :
1. Choisir un organe ou un motif a` partir duquel la me´thode d’estimation se fera ;
2. Isoler parmis les vraies plantes toutes les structures de CP i et d’aˆge k ;
3. Pour chacune de ces structures, compter le nombre d’organes ou de motifs d’inte´-
reˆt ;
4. A partir du mode`le d’organogene`se, e´tablir le nombre maximal Oi,kmax d’organes ou
de motifs d’inte´reˆt que peut contenir une structure de CP i et d’aˆge k ;
5. Calculer la probabilite´ empirique pi,k(l) d’avoir l organes ou motifs dans une struc-
ture de CP i et d’aˆge k :
pi,k(l) =
nombre de structures de CP i et d’aˆge k ayant l organes ou motifs
nombre total de structures de CP i et d’aˆge k
si le nombre de structures de CP i et d’aˆge k est diffe´rent de 0. Dans le cas
contraire, on pose pi,k(l) = δ0(l).






Les figures 5.13 et 5.14 montrent deux proce´dures de comptage sur une plante pour
l’obtention de Di,kemp, la premie`re pour le nombre de phytome`res et la seconde pour le
nombre de structures en Y.
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Fig. 5.13 – Comptage du nombre de phytome`res sur une plante. Par exemple, il y a 3
structures d’aˆge 2. Une d’entre elles est de CP 1 et contient trois phytome`res. Les deux
autres sont de CP 2 et contiennent respectivement un et deux phytome`res. La plante
entie`re est d’aˆge 4 et contient neuf phytome`res.
Fig. 5.14 – Comptage du nombre de structures en Y sur une plante. Par exemple, il y
a deux structures d’aˆge 4 et de CP 1 contenant pour l’une une structure en Y et pour
l’autre trois structures en Y. La plante entie`re est d’aˆge 5 et contient cinq structures
en Y. On peut noter qu’il faut au moins deux cycles de de´veloppement pour cre´er une
structure en Y. Les structures d’aˆge 1 ne contiennent donc aucune structure en Y.
Repre´sentativite´ des distributions :
Les remarques suivantes concernent {Di,kemp}i∈{1,...,CPm},k∈{1,...,Nmax} mais sont e´gale-
ment valables pour {Dkemp}k∈{1,...,Nmax}.
Pour chaque couple (i, k) ∈ {1, . . . , CPm}×{1, . . . , Nmax}, il est ne´cessaire de dispo-
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ser d’un nombre suffisant de structures de CP i et d’aˆge k afin d’avoir une distribution
empirique Di,kemp repre´sentative de la vraie distribution. Plus le nombre de structures
disponibles est faible, plus le biais sur les parame`tres estime´s est important. Les ta-
bleaux 5.1 et 5.2 donnent une ide´e du biais sur des parame`tres estime´s pour une loi
multinomiale en fonction de la taille de l’e´chantillon disponible. Un minimum de cent
re´alisations permet d’avoir une estimation des parame`tres faiblement biaise´e.
Vraies valeurs Est. N = 30 Est. N = 100 Est. N = 1000
p1 1/4 = 0.2500 0.2517 0.2488 0.2495
p2 1/3 ≈ 0.3333 0.3299 0.3337 0.3335
p3 5/12 ≈ 0.4167 0.4184 0.4175 0.4170
Tab. 5.1 – Estimation des parame`tres d’une multinomiale M (N, p1, p2, p3). La proce´-
dure est la suivante : on affecte a` N individus une caracte´ristique ci avec une probabilite´
pi, i ∈ {1, 2, 3}. L’estimation de la probabilite´ pi correspond alors a` la fre´quence em-
pirique associe´e a` la caracte´ristique ci dans la population. La valeur Est. (= Estime´e)
correspond a` la moyenne des fre´quences empiriques obtenues a` partir de 1000 re´pe´titions
de l’expe´rience ale´atoire.
Vraies valeurs Est. N = 30 Est. N = 100 Est. N = 1000
p1 1/4 = 0.2500 0.2550 0.2510 0.2499
p2 1/6 ≈ 0.1667 0.1689 0.1684 0.1665
p3 1/5 ≈ 0.2000 0.1586 0.1989 0.2002
p4 1/3 ≈ 0.3333 0.2960 0.3343 0.3337
p5 1/20 ≈ 0.0500 0.1215 0.0505 0.0498
Tab. 5.2 – Estimation des parame`tres d’une multinomiale M (N, p1, p2, p3, p4, p5). La
proce´dure est la meˆme que celle du tableau 5.1
Si le nombre de structures de CP i et d’aˆge k est insuffisant, il est pre´fe´rable de
ne pas inte´grer les moyennes et variances empiriques correspondantes M i,kemp et V
i,k
emp
dans le vecteur Memp afin de ne pas biaiser l’estimation de Θdev. Dans ce cas, il faut
e´galement retirer les composantes associe´es M i,kth et V
i,k
th dans Mth. Il est alors possible
que le nombre de parame`tres a` estimer donne´ par dim(Θdev) soit supe´rieur au nombre
d’e´quations disponibles donne´ par dim(Memp) = dim(Mth). Dans ce cas la`, on proce`de
comme de´crit a` la fin de la section 5.3.2 en rajoutant des moments d’ordre l ≥ 3
pour des distributions Di,kemp bien repre´sentatives (c’est-a`-dire pour lesquelles nous avons
suffisamment de donne´es).
Proce´dure d’e´chantillonnage automatique :
La proce´dure de comptage peut s’ave´rer assez fastidieuse surtout pour des plantes
dont la topologie est complexe. Une ide´e serait de pouvoir obtenir directement ces don-
ne´es a` partir de techniques de digitalisation. De nombreux travaux ont e´te´ effectue´s sur
la digitalisation de vraies plantes (voir Zhu et al. (2009) pour un ensemble de re´fe´rences
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sur le sujet). Les techniques les plus populaires reposent sur l’utilisation de scanner la-
ser 3D (voir Xu et al. (2005)) ou encore de photos digitales (voir Cheng et al. (2007)
et Quan et al. (2006)). La figure 5.15 montre un exemple de digitalisation d’une vraie
plante.
Fig. 5.15 – Digitalisation d’une vraie plante. Image extraite de Quan et al. (2006).
Une fois digitalise´e, nous disposons d’un mode`le 3D de la plante qui nous inte´resse. En
particulier, nous disposons d’un graphe repre´sentant la topologie de la plante. A partir
d’un algorithme de recherche sur le graphe, il est alors possible de compter le nombre
d’organes ou de motifs d’inte´reˆt dans la plante. Une limite de ce genre d’approche est la
fiabilite´ de la reconstruction 3D de la plante. Lorsque celle-ci est recouverte de feuilles,
certaines parties ne sont pas directement visibles. Des algorithmes de reconstruction
permettent alors de corriger ce proble`me mais ne garantissent pas de reproduire la vraie
topologie de la plante. Ceci entraˆıne donc des erreurs au niveau du graphe et donc au
niveau du comptage des organes ou des motifs.
Chapitre 6
Infe´rence baye´sienne pour les
mode`les de Markov cache´s
Les mode`les de Markov cache´s constituent l’un des mode`les statistiques les plus
utilise´s pour e´tudier des syste`mes dynamiques e´voluant a` temps discret (voir Rabiner
(1989) et Ephraim and Merhav (2002)). Ils se sont illustre´s au travers de nombreuses
applications : traitement de l’image (Bunke and Caelli (2001)), e´conome´trie (Kim and
Nelson (1999)), biologie (Koski (2001)), reconnaissance vocale (Jelinek (1997)) . . . A
une e´tape donne´e, les syste`mes dynamiques en question sont caracte´rise´s par un e´tat que
l’on suppose cache´ (c’est-a`-dire qu’il ne nous est pas possible de le mesurer directement a`
partir du syste`me). Seules sont accessibles des observations qui sont lie´es a` l’e´tat cache´.
Les mode`les probabilistes associe´s a` l’e´volution de l’e´tat cache´ et a` l’observation du
syste`me peuvent de´pendre de parame`tres qui sont inconnus a priori. L’objectif de ce
chapitre est de pre´senter un ensemble de me´thodes baye´siennes permettant l’estimation
de ces parame`tres a` partir des observations du syste`me (on parle alors d’estimation a
posteriori).
Dans la section 6.2, nous pre´sentons les mode`les de Markov cache´s ainsi qu’un cas
particulier : les mode`les a` saut de Markov. Nous introduisons e´galement un cadre statis-
tique permettant l’estimation des parame`tres du mode`le graˆce a` l’utilisation de me´thodes
baye´siennes. La section suivante pre´sente quatre me´thodes baye´siennes permettant d’es-
timer l’e´tat cache´ du syste`me dynamique a` un instant donne´ a` partir des observations
du syste`me : le filtre de Kalman sans parfum, le filtre particulaire, le filtre particulaire
convole´ et le filtre particulaire Rao-Blackwellise´.
N.B. 6.1 A l’origine, le terme « syste`me dynamique » est employe´ pour de´signer un
syste`me e´voluant de fac¸on de´terministe. De fac¸on ge´ne´rale, nous utiliserons ce terme
pour de´signer tout syste`me que son e´volution soit de´terministe ou stochastique.
6.1 Conventions de notation
Les conventions de notation suivantes sont adopte´es pour toute la suite du chapitre.
Conside´rons un espace de probabilite´ (Ω,F ,P). Alors :
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– Les variables ale´atoires sont note´es en majuscule et leur re´alisation en minuscule
avec la meˆme lettre. Par exemple, pour une variable ale´atoire Z, une re´alisation
est note´e z.
– On note dZ la dimension d’un vecteur ale´atoire Z.




– Si Z admet une densite´ de probabilite´ (par rapport a` la mesure de Lebesgue),
alors elle sera note´e p(z).
– Soient Y et Z deux variables ale´atoires. Si la loi conditionnelle de Y sachant Z = z
admet une densite´ de probabilite´ alors elle sera note´ p(y|Z = z) def= p(y|z). Si Y
est a` valeurs discre`te, alors nous noterons P(Y = y|Z = z) def= P (y|z).
– Concernant les algorithmes pre´sente´s dans ce chapitre, la notation z ∼ p(z) (resp.
z ∼ P (z)) signifie que l’on ge´ne`re une valeur z pour la variable ale´atoire Z selon
la loi caracte´rise´e par la densite´ p(z) (resp. la fonction de probabilite´ P (z)).
– Soient (Zn)n∈N un processus ale´atoire a` temps discrets. Pour tout (s, t) ∈ N×N,
s ≤ t, on note Zs:t le vecteur ale´atoire suivant :
Zs:t
def
= (Zs, Zs+1, . . . , Zt−1, Zt).
Une re´alisation de Zs:t sera note´e zs:t.
– On note N (m,Σ) la loi normale d’espe´rance m et de matrice de covariance Σ.
– On note N (x;m,Σ) la densite´ de la loi normale d’espe´rance m et de matrice
de covariance Σ e´value´e au point x ∈ Rd avec d la dimension de la loi normale
conside´re´e.
N.B. 6.2 Les conventions pre´ce´dentes restent valables pour les vecteurs ale´atoires.
6.2 Mode`les statistiques
Dans cette section, nous pre´sentons les diffe´rents mode`les statistiques qui servent
de cadre de travail pour l’estimation des parame`tres du syste`me dynamique d’inte´reˆt.
Nous introduisons d’abord les mode`les de Markov cache´s (cf section 6.2.1) et ensuite le
cas particulier des mode`les a` saut de Markov (cf section 6.2.2). La section 6.2.3 montre
comment adapter les mode`les pre´ce´dents pour permettre l’estimation des parame`tres du
syste`me dynamique graˆce a` une approche baye´sienne.
6.2.1 Mode`le de Markov cache´
Conside´rons un syste`me dynamique e´voluant a` temps discret et dont l’e´tat a` un
instant k ∈ N est caracte´rise´ par un vecteur ale´atoire Xk. Dans cette the`se, nous sup-
posons que les vecteurs Xk, k ∈ N, ont meˆme dimension dX et que ceux-ci prennent
leurs valeurs dans un espace d’e´tat X ⊂ RdX muni de sa tribu Bore´lienne B (X ). Nous
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supposons e´galement que l’e´tat du syste`me a` un instant k est cache´, c’est-a`-dire qu’il
ne nous est pas possible de mesurer Xk directement a` partir du syste`me. Cependant,
toujours a` l’instant k, un certain nombre de mesures sont faites a` partir du syste`me et
sont regroupe´es sous la forme d’un vecteur ale´atoire Yk. Les vecteurs Yk sont a` valeurs
dans un espace Yk ⊂ RdYk muni de sa tribu Bore´lienne B (Yk) et sont appele´s observa-
tions du syste`me. Enfin, pour tout k ∈ N, nous supposons que Xk et Yk admettent une
densite´ par rapport a` la mesure de Lebesgue note´e respectivement p(xk) et p(yk).
N.B. 6.3 Dans cette the`se, les espaces X et Yk avec k ∈ N sont euclidiens. Les de´fi-
nitions pre´sente´es par la suite peuvent cependant eˆtre e´tendues aux espaces polonais.
Les mode`les de Markov cache´s peuvent eˆtre pre´sente´s de la fac¸on suivante (voir
Doucet et al. (2001) et Cappe´ et al. (2005)) :
De´finition 6.2.1 (Mode`le de Markov cache´) Le processus a` temps discret {(Xk, Yk)}k∈N
est un mode`le de Markov cache´ s’il est caracte´rise´ par les e´quations d’e´tat suivantes :{
Xn+1 = fn+1(Xn,Wn+1,Θ), n ≥ 0,
Yn = gn(Xn, Vn,Θ), n ≥ 0, (6.1)
avec :
– fn et gn des fonctions bore´liennes ;
– {Wn}n≥0 et {Vn}n≥0 des suites mutuellement inde´pendantes de vecteurs ale´atoires
i.i.d. ;
– Θ un vecteur de parame`tres prenant ses valeurs dans un espace P ⊂ RdΘ.
N.B. 6.4 La de´finition pre´ce´dente est en fait celle d’un mode`le a` espace d’e´tat ge´ne´ral
(« general state space model » en anglais). Dans Cappe´ et al. (2005), les mode`les de
Markov cache´s sont pre´sente´s comme un processus a` temps discret {(Xk, Yk)}k∈N tel
que :
– {Xk}k∈N est une chaˆıne de Markov ;
– {Yk}k∈N est une suite de vecteurs ale´atoires conditionnellement inde´pendants telle
que la distribution conditionnelle de Yk sachant X0:k et Y0:k−1 ne de´pend que de
Xk.
Les mode`les de Markov cache´s ont donc d’abord e´te´ de´finis pour des processus {Xk}k∈N
a` valeurs dans un espace d’e´tat fini (Baum and Petrie (1966)). Cependant, le terme de
« mode`le de Markov cache´ » a depuis e´te´ e´galement utilise´ pour les mode`les a` espace
d’e´tat ge´ne´ral. Par la suite, nous de´signerons ces deux termes de fac¸on e´quivalente par
la de´fintion 6.2.1.
N.B. 6.5 Le vecteur Θ ne contient pas a priori les parame`tres lie´s aux distributions
des bruits Wn et Vn. Concernant le mode`leM, ces parame`tres sont estime´s par d’autres
proce´dures (cf le chapitre 7).
Un mode`le de Markov cache´ peut donc se de´composer en deux mode`les :
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• unmode`le d’e´volution donne´ par la premie`re e´quation fonctionnelle du syste`me
(6.1) : ce mode`le permet de construire l’e´tat Xn+1 du syste`me a` partir Xn. Le
vecteur ale´atoireWn est appele´ bruit du mode`le ou bruit de mode´lisation et permet
de prendre en compte des incertitudes au niveau du mode`le ;
• un mode`le d’observation donne´ par la seconde e´quation fonctionnelle du sys-
te`me (6.1) : ce mode`le indique la fac¸on dont les observations Yn du syste`me a`
l’instant n sont relie´es a` l’e´tat du syste`me Xn. Le vecteur ale´atoire Vn est appele´
bruit de mesure et repre´sente la variabilite´ due au protocole de mesure.
Le vecteur de parame`tres Θ est suppose´ inconnu a priori. Son estimation fait l’objet
du pre´sent chapitre. Nous pouvons noter que les fonctions fn et gn qui caracte´risent
respectivement le mode`le d’e´volution et le mode`le de mesure de´pendent de l’instant
n conside´re´. Nous ne sommes donc pas dans un cadre homoge`ne. Dans le cadre des
mode`les de Markov cache´s, les de´pendances entre vecteurs ale´atoires peuvent eˆtre re-
pre´sente´es a` l’aide d’un diagramme de de´pendance (e´galement appele´ mode`le graphique
de de´pendance, voir Jensen (1996), Jordan (2004) et la figure 6.1).
Fig. 6.1 – Diagramme de de´pendance pour un mode`le de Markov cache´. Conditionnel-
lement a` X0:n et Y0:n, la loi de Xn+1 ne de´pend que de Xn. De meˆme, conditionnellement
a` X0:n+1 et Y0:n, la loi de Yn+1 ne de´pend que de Xn+1
.
Un mode`le de Markov cache´ peut donc eˆtre repre´sente´ de fac¸on e´quivalente par le
mode`le statistique suivant : 
p(x0),
pΘ(xn+1|xn), n ≥ 0,
pΘ(yn|xn), n ≥ 0,
(6.2)
avec Θ ∈ P .
6.2.2 Mode`le a` saut de Markov
Nous conside´rons toujours un syste`me dynamique caracte´rise´ par un processus a`
temps discrets {Xk, Yk}k∈N avec Xk l’e´tat cache´ du syste`me a` l’instant k et Yk son obser-
vation au meˆme instant. Nous supposons e´galement cette fois que le mode`le d’e´volution
et le mode`le d’observation a` l’instant k de´pendent d’un troisie`me vecteur ale´atoire cache´
Ck et que tous les Ck ont meˆme dimension dC . Le processus a` temps discret {Ck}k≥0
e´volue dans un espace d’e´tat discret C ⊂ RdC muni de la tribu forme´e de l’ensemble des
sous-ensembles de C. Les mode`les a` saut de Markov peuvent eˆtre pre´sente´s de la fac¸on
suivante (voir Doucet et al. (2001), Andrieu et al. (2003) et Cappe´ et al. (2005)) :
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De´finition 6.2.2 (Mode`le a` saut de Markov) Supposons que {Ck}k≥0 est une chaˆıne
de Markov (ge´ne´ralement non-homoge`ne) caracte´rise´e par sa distribution initiale P (c0)
et ses probabilite´s de transition P (cn+1|cn). Le processus a` temps discret {(Xk, Yk)}k∈N
est un mode`le a` saut de Markov s’il est caracte´rise´ par les e´quations d’e´tat suivantes :{
Xn+1 = fn+1(Xn, Cn+1,Wn+1,Θ), n ≥ 0,
Yn = gn(Xn, Cn, Vn,Θ), n ≥ 0, (6.3)
avec :
– fn et gn des fonctions bore´liennes ;
– {Wn}n≥0 et {Vn}n≥0 des suites mutuellement inde´pendantes de vecteurs ale´atoires
i.i.d. ;
– Θ un vecteur de parame`tres prenant ses valeurs dans un espace P ⊂ RdΘ.
Dans la litte´rature, le terme « mode`le a` saut de Markov » est en ge´ne´ral re´serve´
dans le cas ou` l’espace d’e´tat de la chaˆıne de Markov C est fini. Si ce n’est pas le cas,
le terme employe´ est « mode`le de Markov cache´ hie´rarchique » (hierarchical hidden
Markov model en anglais, voir Fine et al. (1998) et Cappe´ et al. (2005)). Dans le cas
du mode`le de croissance de plantes M, l’espace C est infini mais discret (cf chapitre 7).
Nous conserverons le terme de mode`le a` saut de Markov.
N.B. 6.6 Les mode`les a` saut de Markov sont en fait des cas particuliers des mode`les
de Markov cache´s. En effet, si on conside`re le vecteur d’e´tat (Xk, Ck) a` l’instant k, alors
le processus a` temps discret {((Xk, Ck), Yk)}k≥0 est un mode`le de Markov cache´.
Dans un mode`le a` saut de Markov, les de´pendances entre vecteurs ale´atoires peuvent
eˆtre repre´sente´es a` l’aide du diagramme de de´pendance de la figure 6.2.
Fig. 6.2 – Diagramme de de´pendance pour un mode`le a` saut de Markov. Conditionnel-
lement au passe´, la loi de Cn+1 ne de´pend que de Cn, la loi de Xn+1 ne de´pend que de
Xn et de Cn+1 et la loi de Yn+1 ne de´pend que de Xn+1 et de Cn+1.
Un mode`le a` saut de Markov peut donc eˆtre repre´sente´ de fac¸on e´quivalente par le
mode`le statistique suivant :
p(x0),
P (c0),
P (cn+1|cn), n ≥ 0,
pΘ(xn+1|xn, cn+1), n ≥ 0,
pΘ(yn|xn, cn), n ≥ 0,
(6.4)
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avec Θ ∈ P. Le vecteur de parame`tres Θ est toujours inconnu a priori et doit eˆtre
estime´ par les me´thodes de la section 6.3.
6.2.3 Estimation baye´sienne des parame`tres du mode`le
Les proble´matiques d’estimation associe´es aux mode`les de Markov cache´s et aux
mode`les a` saut de Markov peuvent eˆtre classe´es dans trois cate´gories :
• le filtrage : pour n ∈ N donne´, estimer l’e´tat cache´ Xn a` partir des observations
Y0:n. L’objectif est alors d’estimer la densite´ de probabilite´ conditionnelle p(xn|y0:n)
(quand elle existe).
• le lissage : pour (n,N) ∈ N2 donne´ avec n ≤ N , estimer l’e´tat cache´ Xn a`
partir des observations Y0:N . On cherche alors d’estimer la densite´ de probabilite´
conditionnelle p(xn|y0:N) (quand elle existe).
• la pre´diction : pour n ∈ N donne´, estimer l’e´tat cache´ Xn+1 a` partir des ob-
servations Y0:n. Il s’agit donc d’estimer la densite´ de probabilite´ conditionnelle
p(xn+1|y0:n) (quand elle existe).
Lorsque l’on de´sire estimer l’e´tat cache´ Xn et que les donne´es arrivent au fur et
a` mesure, l’estimation est dite « en ligne ». Dans ce cas, il s’agit d’un proble`me de
filtrage. Si, en revanche, nous disposons de´ja` d’un ensemble de donne´es Y0:N et que
l’on souhaite estimer l’e´tat cache´ Xn avec n ≤ N , alors l’estimation est dite « hors-
ligne ». Il s’agit alors d’un proble`me de lissage. Les proble`mes d’estimation hors-ligne
peuvent e´galement eˆtre traite´s par des me´thodes de filtrage en chosissant d’ignorer
Yn+1:N pour l’estimation de Xn. Les re´sultats obtenus sont ge´ne´ralement moins bons que
pour les me´thodes de lissage (ce qui se comprend puisque le lissage permet d’estimer
avec plus d’informations). Dans le cadre de cette the`se, l’estimation est faite hors-ligne
(voir la section sur les donne´es du chapitre 7). Cependant, nous choisissons d’utiliser
des me´thodes de filtrage pour l’estimation des parame`tres du mode`le de croissance de
plante. La raison est principalement due au rapport temps de calcul sur efficacite´ de
l’estimation (voir la section 7.3.7 pour plus de de´tails). C’est pourquoi pour toute la
suite de la the`se, nous ne nous inte´resserons uniquement qu’aux me´thodes de filtrage
bien que l’estimation soit hors-ligne.
Les me´thodes pre´sente´es dans la section 6.3 ont pour objectif d’estimer l’e´tat cache´
Xn a` partir d’un ensemble d’observations Y0:n. Il est possible d’adapter le mode`le statis-
tique afin d’utiliser ces me´thodes pour l’estimation du vecteur de parame`tres Θ (cf les
de´finitions 6.2.1 et 6.2.2). Il suffit en fait de l’inte´grer dans le vecteur d’e´tat cache´ du
syste`me dynamique en le conside´rant comme un vecteur ale´atoire a` valeurs dans l’espace
mesurable (P , B (P)), voir Quach et al. (2007) et d’Alche´ Buc and Brunel (2010) pour
des exemples en biologie mole´culaire. Notons Θn le vecteur Θ associe´ a` l’e´tape n. Soit
Xan le vecteur d’e´tat cache´ augmente´ de´fini de la fac¸on suivante :
Xan = (Xn,Θn), n ≥ 0.
L’espace d’e´tat associe´ est X a def= X ×P . Pour que le cadre statistique soit bien pose´, il
faut de´finir un mode`le d’e´volution pour le nouveau vecteur d’e´tat Xan. Ceci implique en
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fait de de´finir un mode`le d’e´volution pour Θn (c’est-a`-dire une e´quation fonctionnelle
permettant de construire Θn+1 a` partir de Θn). En re`gle ge´ne´rale, le vecteur Θ reste le
meˆme d’une e´tape a` l’autre du syste`me dynamique. Son e´volution est donc constante a
priori, c’est-a`-dire Θn = Θn+1. Cependant, afin d’ame´liorer les performances de certaines
me´thodes baye´siennes (notamment celles du filtrage particulaire, voir le chapitre 7), nous
pouvons attribuer a` Θn une dynamique d’e´volution artificielle. Nous supposerons alors
que Θn e´volue selon l’e´quation d’e´tat :
Θn+1 = hn+1(Θn, Un+1), n ≥ 0,
avec hn une fonction bore´lienne et {Un}n≥0 une suite de variables ale´atoires i.i.d. de
telle sorte que {Un}n≥0, {Wn}n≥0 et {Vn}n≥0 soient mutuellement inde´pendantes. Par
la suite, pour tout n ∈ N, nous supposons que Θn admet une densite´ de probabilite´ par
rapport a` la mesure de Lebesgue note´e p(θn). En ce qui concerne les mode`les de Markov
cache´s, nous pouvons donc de´finir une nouvelle fonction fan de X × P ×RdWn+dUn dans
X × P caracte´risant le mode`le d’e´volution de Xan de la fac¸on suivante :
∀(x, θ, (w, u)) ∈ X×P ×RdWn+dUn et n ∈ N,
fan(x
a, wa) = (fn(x,w), hn(θ, u))
avec xa = (x, θ) et wa = (w, u). fan est de´finie de fac¸on similaire pour les mode`les a` saut
de Markov en inte´grant simplement la de´pendance en Cn dans la fonction.
Dans le cadre des mode`les de Markov cache´s, nous avons donc construit un nouveau







n+1), n ≥ 0,
Yn = gn(X
a
n, Vn), n ≥ 0, (6.5)
avec W an+1 la concate´nation des vecteurs ale´atoires Wn+1 et Un+1. Notons que nous
avons toujours que {W an}n≥0 et {Vn}n≥0 sont des suites mutuellement inde´pendantes de
variables ale´atoires i.i.d.. Dans le cas des mode`les a` saut de Markov, le nouveau syste`me







n+1), n ≥ 0,
Yn = gn(X
a
n, Cn, Vn), n ≥ 0, (6.6)
avec W an+1 de´fini de fac¸on similaire.
Les me´thodes d’estimation de la section 6.3 permettent d’estimer le vecteur d’e´tat
cache´ Xan a` partir des observations Y0:n, estimation qui est note´e Xˆ
a
n. Il est alors possible
d’en de´duire une estimation Θˆn de Θ en extrayant les composantes associe´es a` Θ dans
Xˆan.
6.3 Quelques me´thodes d’estimation baye´sienne
Conside´rons un syste`me dynamique e´voluant a` temps discret. Supposons que ce
syste`me peut eˆtre repre´sente´ par un mode`le de Markov cache´ dont les e´quations d’e´tats
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sont donne´es par (6.5) ou bien par un mode`le de Markov a` saut dont les e´quations
d’e´tats sont donne´es par (6.6). Supposons e´galement que nous disposons d’un ensemble
d’observations Y0:N avec N ∈ N. L’objectif de cette section est de pre´senter un ensemble
de me´thodes de filtrage baye´siennes permettant l’estimation de l’e´tat cache´ Xan a` partir
des observations Y0:n avec n ∈ {0, . . . , N}. Par la suite, nous notons Xˆan un estimateur
de Xan. Nous supposons que la loi conditionnelle de X
a
n sachant Y0:n admet une densite´
de probabilite´ p(xan|y0:n) par rapport a` la mesure de Lebesgue pour tout n ∈ {0, . . . , N}.
Le proble`me peut eˆtre re´solu en construisant un estimateur pˆ(xan|y0:n) de p(xan|y0:n) et en
choisissant l’un des deux estimateurs suivants pour Xˆan (voir Bar-Shalom et al. (2001)) :
• estimateur MMSE (= Minimum Mean Squared Error) :








avec λ la mesure de Lebesgue.




Dans cette section, nous pre´sentons quatre me´thodes baye´siennes permettant de
construire un estimateur pˆ(xan|y0:n) de p(xan|y0:n) avec n ∈ {0, . . . , N} : filtre de Kalman
sans parfum (Unscented Kalman Filter en anglais), filtre particulaire (Particle Filtering),
filtre particulaire convole´ (Convolution Particle Filter) et filtre particulaire de Rao-
Blackwell (Rao-Blackwellized Particle Filter). Les trois premie`res me´thodes peuvent
eˆtre utilise´es dans le cadre des mode`les de Markov cache´s et les trois dernie`res pour
les mode`les a` saut de Markov. Dans chacune de ces me´thodes, les densite´s pˆ(xan|y0:n),
n ∈ {0, . . . , N}, se calculent de fac¸on re´cursive : l’e´tape n a pour but de de´terminer
pˆ(xan+1|y0:n+1) a` partir d’un ensemble de relations entre p(xan|y0:n) et p(xan+1|y0:n+1) et se
de´compose en deux points :






• Correction : on corrige la densite´ de probabilite´ de pre´diction en tenant compte









Le de´tail des calculs menant aux e´quations pre´ce´dentes est donne´ dans l’annexe
C.1. On obtient ainsi un syste`me d’e´quations reliant p(xan|y0:n) a` p(xan+1|y0:n+1) pour
n ∈ {0, . . . , N − 1}. A partir de la connaissance de p(xa0), on peut donc de´terminer ces
densite´s de probabilite´ de filtrage. Dans la pratique, ces quantite´s sont rarement calcu-
lables de fac¸on explicite. Elles le sont par exemple dans le cas d’un syste`me dynamique
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line´aire gaussien, cf le filtre de Kalman standard de la section 6.3.1. Concernant des
syste`mes dynamiques plus complexes, des approximations sont en ge´ne´ral faites pour se
ramener a` des cas simples comme par exemple le filtre de Kalman sans parfum de la
section 6.3.1. D’autres proce´dures proposent d’approcher nume´riquement ces inte´grales
par des me´thodes stochastiques. Il s’agit entre autre des me´thodes particulaires (voir
les sections 6.3.2, 6.3.3 et 6.3.4). Ces me´thodes connaissent un succe`s grandissant. Ceci
est notamment duˆ au fait qu’elles peuvent s’appliquer a` des mode`les de structure tre`s
complexe sans avoir a` effectuer des calculs de densite´ tre`s difficiles. Dans sa the`se, Caron
(2006) propose une bonne vue d’ensemble de la plupart des me´thodes de´crites par la
suite.
6.3.1 Filtre de Kalman sans parfum
A l’origine, le filtre de Kalman a e´te´ conc¸u pour des syste`mes dynamiques line´aires
et gaussiens (voir Kalman (1960)). C’est le cas par exemple du syste`me d’e´quations




n et en Vn et si la densite´
de probabilite´ p(xa0) associe´e a` la loi de X
a
0 est gaussienne. D’autres me´thodes ont
ensuite e´te´ de´veloppe´es dans le cas ou` fan et gn ne sont plus line´aires. Parmis elles,
nous pouvons retenir le filtre de Kalman e´tendu (Extended Kalman Filter, Sorenson
(1985)), le filtre de Kalman d’ensemble (Ensemble Kalman Filter, Evensen (1994)) et
le filtre de Kalman sans parfum (Unscented Kalman Filter, Julier and Uhlmann (1997)
et Quach et al. (2007)). Le filtre de Kalman e´tendu se rame`ne au filtre de Kalman
standard en line´arisant les fonctions fan et gn par un de´veloppement de Taylor a` l’ordre
1. Cependant, le filtre diverge rapidement si l’hypothe`se de line´arite´ locale de fan et gn
n’est pas respecte´e. Le filtre de Kalman d’ensemble permet d’estimer les matrices de
covariance intervenant dans les e´quations du filtre standard (voir la section 6.3.1) par
des me´thodes de type Monte-Carlo. Cette me´thode est assez couˆteuse du point de vue du
temps de calcul. Elle est tre`s avantageuse dans le cas ou` la dimension du vecteur d’e´tat
est e´leve´e (> 25, Luo and Moroz (2009)) ce qui n’est pas le cas pour cette the`se (voir le
chapitre 7). Le filtre de Kalman sans parfum propose d’utiliser la transformation sans
parfum (Unscented Transform, Julier et al. (2000) et Wan and Van Der Merwe (2000))
pour calculer les moments qui interviennent dans les e´quations du filtre. Cette me´thode
donne de bons re´sultats si les fonctions fan et gn ne sont pas fortement non-line´aires,
auquel cas le filtre diverge. En raison des remarques pre´ce´dentes, nous choisissons de
travailler avec le filtre de Kalman sans parfum. Nous commenc¸ons tout d’abord par
rappeler le principe du filtre de Kalman pour le cas line´aire gaussien et nous verrons
comment l’adapter dans le cas non-line´aire avec la transformation sans parfum.
Dans toute cette section, nous supposons que W an et Vn suivent des lois normales
centre´es de matrice de covariance respective Jn et Rn pour tout n ∈ N.
Filtre de Kalman pour un syste`me dynamique line´aire gaussien
Conside´rons le syste`me dynamique de´fini par les e´quations (6.5) avec fan une fonction
line´aire en Xan et en W
a
n et gn une fonction line´aire en X
a
n et additive en Vn. Supposons
e´galement que la densite´ de probabilite´ p(xa0) associe´e a` la loi de X
a
0 est gaussienne.
Dans ce cas, p(xan|y0:n) est la densite´ d’une loi normale d’espe´rance xˆan|n et de matrice
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de covariance Σˆx
a








n − xˆan|n)T (Xan − xˆan|n)|Y0:n]. (6.9)
La connaissance de ces deux dernie`res quantite´s est alors suffisante pour caracte´riser
p(xan|y0:n). Le filtre de Kalman permet de les de´terminer se´quentiellement en utilisant
les e´quations (6.7) et (6.8) (voir Anderson and Moore (1979) et Arulampalam et al.
(2002)). En effet, lorsque l’on traite des syste`mes line´aires gaussiens, ces deux e´quations
peuvent eˆtre calcule´es explicitement. L’e´tape n du filtre s’effectue en deux temps (on
suppose que l’on a calcule´ xˆan|n et Σˆ
xa
n|n) :
• pre´diction (= e´tape de mise a` jour) : l’objectif de cette e´tape est de de´termi-
ner p(xan+1|y0:n) (= densite´ de probabilite´ de pre´diction de l’e´tat du syste`me) ainsi que
p(yn+1|y0:n) (= densite´ de probabilite´ de pre´diction de l’observation du syste`me). Dans
le cas d’un syste`me line´aire gaussien, ces deux densite´s de probabilite´ sont celles de lois
normales dont les espe´rances et matrices de covariance se de´duisent des e´quations du
syste`me dynamique (6.5). L’espe´rance de Xan+1 sachant Y0:n est alors donne´e par :
xˆan+1|n = E[X
a
n+1|Y0:n] = E[fan+1(Xan,W an+1)|Y0:n].
Comme le vecteur ale´atoire W an+1 est inde´pendant de {W ak , Vk′ ; (k, k′) ∈ {1, . . . , n}2},
on en de´duit que W an+1 est inde´pendant de Y0:n. L’espe´rance intervenant dans le calcul
de xˆan+1|n est alors de´termine´e a` partir des lois de probabilite´ N (0, Jn+1) (= la loi de
W an+1) et de celle associe´e a` p(x
a
n|y0:n). On calcule de meˆme la matrice de covariance





n+1 − xˆan+1|n)T (Xan+1 − xˆan+1|n)|Y0:n].
On proce`de de meˆme pour p(yn+1|y0:n) et on en de´duit l’espe´rance associe´e :
yˆn+1|n = E[Yn+1|Y0:n] = E[gn+1(Xan+1) + Vn+1|Y0:n] = E[gn+1(Xan+1)|Y0:n] (6.10)
ainsi que la matrice de covariance associe´e (en remarquant que Vn+1 et Y0:n sont inde´-
pendants) :
Σˆyn+1|n = E[(Yn+1 − yˆn+1|n)T (Yn+1 − yˆn+1|n)|Y0:n]
= E[(gn+1(X
a
n+1)− yˆn+1|n)T (gn+1(Xan+1)− yˆn+1|n)|Y0:n] +Rn+1. (6.11)
La matrice de corre´lation croise´e entre Xan+1 et Yn+1 conditionnellement a` Y0:n intervient





n+1 − xˆan+1|n)T (Yn+1 − yˆn+1|n)|Y0:n].
• correction : on corrige la densite´ de probabilite´ de pre´diction de l’e´tat du syste`me
p(xan+1|y0:n) en utilisant l’e´quation (6.8). L’espe´rance et la matrice de covariance de la
loi normale associe´e a` p(xan+1|y0:n+1) sont alors donne´es par :
xˆan+1|n+1 = xˆ
a
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La quantite´ yn+1 − yˆn+1|n s’appelle la correction. En regardant l’e´quation (6.12), on
comprend que la pre´diction de l’e´tat du syste`me xˆan+1|n a e´te´ modifie´e en fonction de la
correction pour mieux correspondre a` la nouvelle observation du syste`me yn+1. Plus la
correction est importante, plus l’e´tat pre´dit du syste`me sera modifie´.
Extension dans le cas non-line´aire




n (on conserve l’addi-
tivite´ de Vn), la densite´ p(x
a
n|y0:n) n’est plus celle d’une loi gaussienne. Nous choisissons
alors d’approcher cette densite´ par une autre densite´ pˆ(xan|y0:n) qui est celle d’une loi
gaussienne dont l’espe´rance xˆan|n et la matrice de covariance Σˆ
xa
n|n sont toujours donne´es
par le syste`me (6.9). Les quantite´s xˆan|n et Σˆ
xa
n|n sont alors calcule´es de fac¸on re´cursive
en utilisant les e´quations de mise-a`-jour et de correction du filtre de Kalman standard.
Cependant, a` plusieurs reprises, nous sommes amene´s a` calculer l’espe´rance de la trans-
forme´e par une fonction non-line´aire d’un vecteur ale´atoire gaussien. Il n’est donc plus
possible d’obtenir des relations de re´currence explicites comme dans le cas line´aire gaus-
sien. Afin de contourner ce proble`me, nous utilisons une proce´dure de transformation








Etant donne´ que fan+1 n’est pas force´ment line´aire en W
a
n+1, il est pre´fe´rable de faire la
transforme´e a` partir du vecteur (Xan,W
a
n+1) au lieu de X
a
n. Ainsi, le calcul des sigma-















avec 0k (resp. 0k,k′) le vecteur de dimension k (resp. la matrice de taille k par k
′)
dont toutes les composantes sont nulles. Notons dW = dim(Wn+1), dX = dim(xˆ
a
n|n)
et dW,X = dW + dX et conside´rons les 2dW,X + 1 sigma-points χ
i





avec leur poids respectif ωi pour i ∈ {1, . . . , 2dW,X+1}. Propageons chacun
de ces sigma-points a` travers l’e´quation d’e´volution et nous obtenons 2dW,X+1 nouveaux





n|n), i ∈ {1, . . . ,M}.
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N.B. 6.7 On suppose que l’e´tat initial Xa0 suit une loi normale d’espe´rance x
a
0 et de






0 sont suppose´es connues (ou fixe´es).
Le filtre de Kalman sans parfum est donc comple`tement de´crit par l’algorithme
suivant :
Algorithme 2 : Filtre de Kalman sans parfum
• Initialisation








- Pour n = 0, . . . , N − 1 :
$ Mise a` jour :
- Poser dW = dim(Wn+1), dX = dim(xˆ
a










n|n 0dX ,dW .
0dW ,dX Jn+1
)
- Calculer les 2dW,X + 1 sigma-points χ
i








- Pour i = 1, . . . , 2dW,X+1, calculer le futur e´tat augmente´ du syste`me donne´ par





















n+1|n − xˆan+1|n)T (χin+1|n − xˆan+1|n).
- Pour i = 1, . . . , 2dW,X +1, calculer la future observation du syste`me donne´e par
le i-e`me sigma-point :
ζ in+1|n = gn+1(χ
i
n+1|n).













n+1|n − yˆn+1|n)T (ζ in+1|n − yˆn+1|n).
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n+1|n − xˆan+1|n)T (ζ in+1|n − yˆn+1|n).
$ Correction :








- Calculer l’e´tat corrige´ du syste`me a` l’instant n+ 1 :
xˆan+1|n+1 = xˆ
a
n+1|n +Kn+1(yn+1 − yˆn+1|n)T






Pour des raisons de clarte´, l’algorithme pre´sente´ ci-dessus ne prend pas en compte
la premie`re observation Y0. Il est cependant possible de l’inte´grer dans l’algorithme en
rajoutant une e´tape dans laquelle les sigma-points sont cre´e´s a` partir de la distribu-
tion N (xa0,Σxa0 ). Le reste de l’e´tape se de´roule exactement de la meˆme fac¸on que pour
n’importe quelle autre e´tape.
6.3.2 Filtre particulaire
Le filtrage particulaire est une me´thode de type Monte-Carlo (Doucet et al. (2001),
Doucet and Wang (2005) entre autres). L’objectif des me´thodes de Monte-Carlo est de
fournir une approximation nume´rique d’inte´grales qui ne peuvent eˆtre calcule´es ana-
lytiquement. Cette approximation est obtenue graˆce un e´chantillon de valeurs ge´ne´re´es
ale´atoirement suivant une distribution d’inte´reˆt. Les diffe´rents points aborde´s dans cette
section sont issus des ouvrages Doucet et al. (2001) et Ristic et al. (2004) et des syn-
the`ses faites dans Caron (2006) et Davy (2006). Le filtrage particulaire s’applique aux
mode`les de Markov cache´s mais e´galement aux mode`les a` saut de Markov en conside´rant
le vecteur d’e´tat cache´ (Xan, Cn) a` l’instant n (cf le Nota Bene 6.6).
De l’inte´gration de Monte-Carlo a` l’e´chantillonnage d’importance
Soit Z un vecteur ale´atoire a` valeurs dans l’espace mesurable
(
RdZ , B(RdZ )
)
admet-
tant une densite´ p(z) par rapport a` la mesure de Lebesgue. L’objectif est d’approcher
nume´riquement l’espe´rance de h(Z) avec h une fonction bore´lienne de
(
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avec λ la mesure de Lebesque sur RdZ . Lorsque la loi de Z est connue et facilement
simulable, la me´thode d’inte´gration de Monte-Carlo peut eˆtre utilise´e pour re´soudre ce
proble`me (voir Pardoux (2007)). Conside´rons z˜(i), pour i = 1, . . . ,M , M re´alisations de







D’apre`s la loi des grands nombres, moyennant quelques hypothe`ses sur h, il y a conver-
gence presque suˆr de la somme vers E[h(Z)] quand M → ∞. Utiliser cette me´thode






avec δz˜(i) la distribution de Dirac centre´e en z˜
(i). Cette me´thode trouve cependant
ses limites lorsque la loi de Z n’est pas connue ou difficile a` simuler. La proce´dure
d’e´chantillonnage d’importance a e´te´ introduite dans le but de contourner cette diffi-
culte´. L’ide´e est tre`s proche de celle de l’inte´gration de Monte-Carlo et consiste a` utiliser
une autre loi caracte´rise´e par une densite´ pi(z) (appele´e densite´ d’importance ou impor-
tance density en anglais) pour la cre´ation de l’e´chantillon {z˜(i), i = 1, . . . ,M}. L’inte´reˆt
de cette approche est de pouvoir choisir une loi facile a` simuler. La densite´ pi(z) doit
ve´rifier la condition :
∀z ∈ RdZ , p(z) > 0 ⇒ pi(z) > 0.











avec w : z 7→ p(z)/pi(z). Suivant le meˆme principe que l’inte´gration de Monte-Carlo
classique, l’e´chantillonnage d’importance propose cette fois d’approcher la loi de Z (a`





avec z˜(i), pour i = 1, . . . ,M , M re´alisations de Z tire´es selon la loi caracte´rise´e par la
densite´ de probabilite´ pi(z). La constante de normalisation C est choisie de fac¸on a` ce








w(z˜(i)) est appele´ poids de la re´alisation z˜(i) et w˜(z˜(i)) son poids normalise´. L’approxi-
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Dans le cadre des mode`les de Markov cache´s ou des mode`les a` saut de Markov, le
calcul de l’estimateur MMSE Xˆan de X
a














avec h : xa0:n 7→ xan. Nous sommes donc bien dans la situation correspondant a` cette
section. p(xan|y0:n) est en fait une densite´ marginale de p(xa0:n|y0:n). Sauf cas exception-
nels, la loi associe´e a` la densite´ p(xa0:n|y0:n) n’est pas connue ou est impossible a` simuler.
Nous devons alors utiliser l’e´chantillonnage d’importance pour re´soudre le proble`me. La
densite´ d’importance associe´e a` p(xa0:n|y0:n) est note´e pin(xa0:n|y0:n). La fonction poids est
note´e wn et est de´finie par :




Les poids normalise´s w˜n sont de´finis comme pre´ce´demment. L’estimateur MMSE est













(i), pour i = 1, . . . ,M , M re´alisations de Xa0:n sachant Y0:n tire´es selon la loi
caracte´rise´e par la densite´ de probabilite´ pin(x
a
0:n|y0:n). Les re´alisations {x˜a0:n(i), i =
1, . . . ,M} sont appele´es trajectoires. Intuitivement, une trajectoire x˜a0:n(i) repre´sente
la propagation d’une particule caracte´rise´e par un indice i ∈ {1, . . . ,M} a` travers le
syste`me dynamique pendant n e´tapes. Une particule i est en fait un point mobile de
l’espace X a. La trajectoire x˜a0:n(i) qui lui est associe´e repre´sente les positions successives
qu’elle a occupe´es entre les instants 0 et n. Le poids wn(x˜
a
0:n
(i)) associe´ a` sa trajectoire
est un indicateur de sa vraissemblance par rapport a` la trajectoire re´elle des e´tats cache´s
du syste`me dynamique.
Echantillonnage d’importance se´quentiel
L’e´chantillonnage d’importance ne´cessite le calcul des poids wn(x˜
(i)
0:n) pour i = 1, . . . ,M
ce qui revient a` calculer de fac¸on exacte p(x˜a0:n
(i)|y0:n) et pin(x˜a0:n(i)|y0:n). Cependant, ce
calcul n’est pas toujours facile (voire possible) et peut s’ave´rer tre`s fastidieux. Une fa-
c¸on de contourner le proble`me est d’utiliser le caracte`re markovien de l’e´volution du
syste`me dynamique et de calculer les poids se´quentiellement (c’est-a`-dire en e´tablissant






(i))). Cette me´thode porte le
nom d’e´chantillonnage d’importance se´quentiel ou encore de filtrage particulaire. Au lieu
de raisonner directement sur la trajectoire entie`re (= xa0:n), on raisonne e´tape par e´tape
(c’est-a`-dire que l’on raisonne au niveau de la transition entre xa0:n et x
a
n+1). On introduit
tout d’abord la densite´ de transition d’importance qn+1(x
a
n+1|xan) (importance transition
density en anglais) permettant de propager les particules de l’e´tape n a` l’e´tape n + 1.
Cette densite´ est choisie simple a` simuler et de sorte a` retranscrire la dynamique mar-
kovienne d’e´volution du mode`le de Markov cache´ associe´ au syste`me dynamique (voir le
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paragraphe concernant le choix de la densite´ d’importance avant l’algorithme du filtre
particulaire). qn doit e´galement ve´rifier la condition suivante :
∀xan+1 ∈ X a, p(xan+1|xan) > 0 ⇒ qn(xan+1|xan) > 0.
On de´finit alors la densite´ d’importance pin par re´currence de la fac¸on suivante :
pin+1(x
a








0) la densite´ d’importance permettant de simuler X
a




(i)) de fac¸on se´quentielle, on a recours a` la formule de Bayes (voir le de´tail des




















Le calcul de p(yn+1|y0:n) est difficile mais pas ne´cessaire. En effet, il s’agit d’une constante
de normalisation qui est la meˆme pour toutes les trajectoires et qui disparaˆıt donc dans
















pour i = 1, . . . ,M. (6.20)
En re´sume´, a` la fin de l’e´tape n, on dispose d’un ensemble de M trajectoires x˜a0:n
(i)
et des poids normalise´s associe´s w˜n(x˜
a
0:n
(i)) pour i = 0, . . . ,M . On simule x˜an+1
(i) selon
la loi qn+1(x˜an+1





de l’e´tape de pre´diction donne´e par l’e´quation (6.7)). Les poids associe´s aux trajectoires
x˜a0:n+1
(i) sont remis a` jour par les e´quations (6.19) et (6.20) (cela correspond a` l’e´tape
de correction donne´e par l’e´quation (6.8)).
Choix de la distribution d’importance
Le choix de la densite´ d’importance qn(x
a
n|xan−1) (et donc de pin(xa0:n|y0:n)) est pri-
mordiale pour s’assurer de l’efficacite´ du filtre particulaire. Cette densite´ ge`re la fa-
c¸on dont les particules vont parcourir l’espace des e´tats X a a` l’instant n. Or, il se
peut que cet espace soit tre`s grand. Une densite´ d’importance permettant aux par-
ticules de parcourir l’espace sans guidage pre´cis va entraˆıner une de´ge´nerescence des
poids des trajectoires. Ainsi, a` un instant n, un grand nombre de trajectoires vont
avoir un poids proche de ze´ro (ce qui correspond a` des trajectoires improbables). Il
en re´sulte une variance empirique au niveau des poids tre`s importante ce qui nuit
a` la qualite´ des estimations telles que celle faite dans l’e´quation (6.16). La solution
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consiste a` parcourir intelligement l’espace des trajectoires. Supposons que l’on dispose
d’une trajectoire a` l’instant n, x˜a0:n
(i), i ∈ {1, . . . ,M}. Pour orienter la particule dans
la « bonne » direction, il faudrait tenir compte de la future observation du syste`me
yn+1 de sorte que la trajectoire comple´te´e x˜
a
0:n+1
(i) donne une observation proche de
yn+1. Dans cette optique, la densite´ d’importance serait qn(x
a
n+1|xan) = p(xan+1|xan, yn+1).
Il est prouve´ que celle-ci est optimale au sens ou` c’est celle qui engendrerait une va-
riance minimale des poids. Les particules se concentrent donc dans la « bonne » zone




(i)|x˜an(i)) = p(x˜an+1(i)|x˜an(i), yn+1) et ce calcul n’est ge´ne´ralement pas
possible dans la majorite´ des syste`mes dynamiques. Une solution plus simple est de
choisir la densite´ d’importance qn+1(x
a
n+1|xan) = p(xan+1|xan) correspondant a` la probabi-
lite´ de transition de la chaˆıne de Markov des e´tats du syste`me. Cette densite´ est plus
facile a` simuler et simplifie conside´rablement le calcul des poids mais elle entraˆıne une
de´ge´nerescence des poids plus importante. Elle reste cependant un bon compromis dans
la plupart des cas. Il existe d’autres choix possibles pour la densite´ d’importance dont
l’un consiste a` prendre la densite´ d’e´volution donne´e par un pas de filtre de kalman (voir
la section 6.3.1).
Re´e´chantillonnage
Malgre´ le choix d’une bonne densite´ d’importance, il est possible que les poids des
particules de´ge´ne`rent. Dans ce cas, une strate´gie consiste a` choisir un nouveau jeu de
particules en se concentrant sur les trajectoires a` forte vraissemblance. Cette proce´dure
s’appelle le re´e´chantillonnage. Lorsque la variance empirique des poids devient trop
grande, on cre´e un nouveau jeu de particules en tirant ale´atoirement avec remise M
















(i)) = 1. On affecte alors aux nouvelles tra-
jectoires un poids 1/M . En pratique (voir Kong et al. (1994) et Kitagawa (1996)), le









avec η un seuil de re´e´chantillonnage a` de´finir (en ge´ne´ral η = 0.8M , voir Caron (2006)).
Cette condition repose sur le crite`re d’information (qui est lie´ a` la variance empirique
des poids des trajectoires). Il existe aussi d’autres proce´dures de re´e´chantillonage (voir
par exemple Pham (2001)).
Algorithme
Algorithme 3 : Filtre Particulaire
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• Initialisation










$ Normalisation des poids :















$ Re´e´chantillonnage : si ne´cessaire, voir ci-dessous.
• Ite´ration
- Pour n = 0, . . . , N − 1, faire :
$ Prolongement des trajectoires :


















$ Normalisation des poids :























- Si Neff ≤ η :
- Pour i = 1, . . . ,M , faire :
- Tirer avec remise une nouvelle trajectoire x˜a0:n+1
(i) parmi {x˜a0:n+1(j), j ∈





- Sinon, conserver le jeu de trajectoires avec leurs poids respectifs
6.3.3 Filtre particulaire convole´
Le filtre particulaire convole´ est une me´thode d’estimation non parame´trique de
type filtrage particulaire (voir Campillo and Rossi (2009)). Tout comme le filtrage par-
ticulaire, cette me´thode s’applique aux mode`les de Markov cache´s mais e´galement aux
mode`les a` saut de Markov en conside´rant le vecteur d’e´tat cache´ (Xan, Cn) a` l’instant n.
Elle propose d’estimer p(xan|y0:n) de fac¸on re´currente a` l’aide d’un estimateur a` noyau
(voir l’annexe C.4) que l’on note pˆ(xan|y0:n). En tant que me´thode baye´sienne de filtrage,
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elle se de´compose aussi en deux e´tapes (on suppose que l’on dispose d’un estimateur
pˆ(xan|y0:n)) :
• pre´diction : l’objectif est de fournir un estimateur a` noyau de p(xan+1, yn+1|y0:n)
que l’on note pˆ(xan+1, yn+1|y0:n). Pour cela, on a besoin, dans un premier temps, d’un en-
semble E de re´alisations inde´pendantes du couple (Xan+1, Yn+1) conditionne´ par rapport
a` Y0:n a` partir duquel on construit l’estimateur. Dans cette optique, on cre´e d’abord un
jeu de M particules {x˜an(i), i = 1, . . . ,M} tire´es selon la loi de densite´ pˆ(xan|y0:n). On
propage ensuite chacune de ces particules a` travers l’e´quation d’e´volution du syste`me
ce qui revient a` obtenir un nouveau jeu de particules {x˜an+1− (i), i = 1, . . . ,M} tire´es
selon la loi de densite´ p(xan+1|x˜an(i)). Enfin, on propage chacune de ces dernie`res parti-
cules a` travers l’e´quation d’observation du syste`me ce qui revient a` obtenir un nouveau
jeu de particules {y˜(i)
n+1− , i = 1, . . . ,M} tire´es selon la loi de densite´ p(yn+1|x˜an+1− (i)).
L’ensemble {(x˜an+1− (i), y˜(i)n+1−), i = 1, . . . ,M} correspond a` l’ensemble E des re´alisations
inde´pendantes recherche´.
Dans un second temps, on construit l’estimateur a` noyau pˆ(xan+1, yn+1|y0:n) a` partir
de l’ensemble E. On choisit un noyau de Parzen-Rosenblatt pour le couple (Xan+1, Yn+1)












deux noyaux de Parzen-Rosenblatt et hXM (resp. h
Y
M) la taille de la




). On en de´duit l’estimateur a` noyau empirique de


















(xan+1 − x˜an+1− (i))KYhYM (yn+1 − y˜
(i)
n+1−). (6.21)
• correction : dans cette e´tape, on propose un estimateur a` noyau pour p(xan+1|y0:n+1).
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(yn+1 − y˜(i)n+1−) peut s’interpre´ter
comme le poids normalise´ w˜
(i)




N.B. 6.9 Dans le cas des mode`les a` saut de Markov, les e´quations de pre´diction et de









le noyau de Parzen–Rosenblatt associe´ a` Cn.
Algorithme 4 : Filtre Particulaire Convole´
• Ite´ration
- Pour n = −1, 0, . . . , N − 1, faire :
$ Pre´diction :





n+1− ∼ p(yn+1|x˜an+1− (i))







$ Normalisation des poids :






















(xan+1 − x˜an+1− (i))
- Pour i = 1, . . . ,M , faire :
- Ge´ne´rer x˜an+1
(i) ∼ pˆ(xan+1|y0:n+1)
Par convention, nous posons p(xa0|x˜a−1(i)) = p(xa0) pour tout i ∈ {1, . . . ,M}. Le fait
de commencer l’ite´ration a` n = −1 permet de prendre en compte la premie`re observation
Y0 dans l’algorithme. L’e´tape n = −1 sera appele´e e´tape d’initialisation par la suite.
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Si le noyau KX
hXM
est la densite´ d’une loi normale centre´e, alors on peut obtenir un










6.3.4 Filtre particulaire Rao-Blackwellise´
Dans cette section, nous nous inte´ressons uniquement aux mode`les a` saut de Markov
dont les e´quations d’e´tat sont donne´es par le syste`me (6.6). Nous avons vu dans la
section 6.3.2 que la me´thode de filtrage particulaire pouvait eˆtre employe´e dans le cadre
des mode`les a` saut de Markov en conside´rant le vecteur (Xan, Cn) comme vecteur d’e´tat
cache´ a` l’instant n. Dans ce cas, l’espace des e´tats (qui est aussi l’espace d’e´volution des
particules) est donne´ par X a × C. Plus l’espace des e´tats est grand, plus le nombre de
particules ne´cessaire pour permettre la convergence de l’algorithme doit l’eˆtre aussi (voir
la section 7.3). Dans le cadre des mode`les a` saut de Markov, il est possible d’ame´liorer
les performances de l’algorithme en de´couplant les vecteurs ale´atoires Xan et Cn ce qui
permet de re´duire l’espace des e´tats a` C. C’est le principe meˆme du filtre particulaire Rao-
Blackwellise´. Ce filtre est notamment utilise´ en poursuite de cibles (Sa¨kka¨ et al. (2004)),
te´le´communication (Chen et al. (2000)), de´tection de de´faillance (Flores-Quintanilla
et al. (2005)), ge´oscience (Baziw (2005)) et traitement de l’image (Wu et al. (2003)).







p(xan|c0:n, y0:n)P (c0:n|y0:n). (6.24)
Le proble`me initial peut donc se de´composer en deux sous-proble`mes :
- P (c0:n|y0:n) sera approche´e par filtrage particulaire ;
- p(xan|c0:n, y0:n) sera approche´e par une gaussienne dont l’espe´rance et la matrice de
covariance seront de´termine´es par une ite´ration du filtre de Kalman sans parfum
(cf section 6.3.1).
• Filtrage Particulaire de P(c0:n|y0:n) : l’objectif est de fournir une approxi-
mation de P (c0:n|y0:n) (nous conservons le vocabulaire introduit pour l’e´chantillonnage
se´quentiel dans la section 6.3.2 malgre´ que C0:n soit a` valeurs discre`tes). Tout comme
dans la section 6.3.2, on choisit une densite´ d’importance pin(c0:n|y0:n), plus simple a`
simuler que P (c0:n|y0:n), se de´composant de la fac¸on suivante :




avec qk+1(ck+1|ck) la densite´ de transition d’importance permettant de propager les
particules de l’e´tape k a` l’e´tape k + 1 et q0(c0) la densite´ d’importance permettant de
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0:n, pour i = 1, . . . ,M , M re´alisations de C0:n tire´es selon la loi associe´e a`
pin(c0:n|y0:n) et w˜n la fonction poids normalise´e associe´e a` wn : c 7→ p(c|y0:n)/pin(c|y0:n).
Les poids peuvent eˆtre aussi calcule´s se´quentiellement en utilisant la formule de Bayes :
P (c0:n+1|y0:n+1) = P (c0:n|y0:n)p(yn+1|y0:n, c0:n+1)p(cn+1|cn)
p(yn+1|y0:n) .
N.B. 6.10 On peut noter que, dans l’e´quation pre´ce´dente, p(yn+1|y0:n, c0:n+1) ne se
simplifie pas en p(yn+1|cn+1) comme c’e´tait le cas pour le filtre particulaire de la section
6.3.2. Ceci est duˆ au fait qu’on ne conditionne plus par rapport a` Xan+1 mais par rapport
a` Cn+1 (voir l’annexe C.3).
















p(yn+1|y0:n, c˜(i)0:n+1) sera calcule´ dans l’e´tape du filtre de Kalman (voir le Nota Bene 6.11).
p(yn+1|y0:n) est une constante de normalisation des poids qu’il n’est pas ne´cessaire de
calculer. En effet, elle est identique a` toutes les trajectoires et disparaˆıt donc lors de la










0:n+1) pour i = 1, . . . ,M. (6.28)












• Filtrage de Kalman sans parfum de p(xan|c˜(i)0:n,y0:n) : pour i = 1, . . . ,M ,




(i) de´termine´es par :
xˆan|n




(i) = E[(Xan − xˆan|n)T (Xan − xˆan|n)|Y0:n = y0:n, C0:n = c˜(i)0:n]. (6.30)
Pour chaque particule i ∈ {1, . . . ,M}, xˆan|n(i) et Σˆx
a
n|n
(i) sont estime´es par une ite´ration
de filtre de Kalman sans parfum. On utilise ainsi les e´quations de´crites dans la section
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On obtient alors un estimateur MMSE xˆan de X
a












N.B. 6.11 En ce qui concerne le calcul des poids, en suivant l’approximation gaus-
sienne donne´e par le filtre de Kalman sans parfum, on approche p(yn+1|y0:n, c˜(i)0:n+1) par














N.B. 6.12 On suppose que l’e´tat initial Xa0 suit une loi normale d’espe´rance x
a
0 et de






0 sont suppose´s connus.
Algorithme 5 : Filtre Particulaire Rao-Blackwellise´
• Initialisation










- Pour n = 0, . . . , N − 1, faire :
$ Prolongement des trajectoires :
- Pour i = 1, . . . ,M , faire :
- Ge´ne´rer c˜
(i)
n+1 ∼ qn+1(cn+1|c˜(i)n )







(i) avec une ite´ration de filtre















$ Normalisation des poids :
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- Si Neff ≤ η :
- Pour i = 1, . . . ,M , faire :












(i)), i ∈ {1, . . . ,M}} selon une loi mul-
tinomiale M (1, w˜n(c˜
(1)






- Sinon, conserver le jeu de trajectoires avec leurs poids respectifs
Par soucis de clarte´, l’observation Y0 n’est pas prise en compte dans l’algorithme.
Cependant, il est possible de l’inte´grer en combinant les remarques faites pour le filtre
de Kalman sans parfum et le filtre particulaire a` ce sujet.
Chapitre 7
Estimation des parame`tres lie´s au
fonctionnement de la plante
L’objectif de ce chapitre est l’estimation du vecteur de parame`tres Θfonc associe´ au
fonctionnement de la plante pour le mode`le de croissanceM (voir le chapitre 2). A titre
de rappel, le fonctionnement est l’ensemble des processus de cre´ation de biomasse par
photosynthe`se et de son allocation (voir les sections 2.2.1 et 2.2.2).
Afin d’estimer Θfonc, nous souhaitons utiliser les me´thodes d’infe´rence baye´sienne
du chapitre 6. Pour cela, il faut auparavant e´crire le me´tamode`leM sous la forme d’un
mode`le de Markov cache´ ou d’un mode`le a` saut de Markov. L’e´criture d’un mode`le de
croissance de plante sous la forme d’un syste`me dynamique n’est pas une ide´e nouvelle.
Courne`de et al. (2011) e´crivent par exemple le syste`me dynamique (sans bruits de mo-
de´lisation) associe´ a` une famille de mode`les de plante structure-fonction caracte´rise´e par
un mode`le d’allocation de carbone particulier. Afin d’estimer les parame`tres du mode`le,
ils utilisent la me´thode des moindres carre´s ge´ne´ralise´s (voir 2-stage Aitken Estimator,
Taylor (1977)). Cette approche trouve cependant ses limites lorsqu’il s’agit de caracte´-
riser les incertitudes lie´es aux parame`tres. Trevezas and Courne`de (2011) ont e´crit un
mode`le de Markov cache´ pour le mode`le GreenLab 1 en introduisant un cadre de bruits
de mode´lisation et de mesure plus ge´ne´ral. Cependant, les temps d’expansion et d’acti-
vite´ sont suppose´s tous e´gaux. Les parame`tres ainsi que les bruits de mode´lisation et de
mesure sont estime´s par la me´thode du maximum de vraissemblance via une variante sto-
chastique de l’algorithme Expectation-Maximization. Dans cette section, nous proposons
une troisie`me approche reposant sur les techniques d’infe´rence baye´sienne du chapitre
6, le but e´tant l’estimation de Θfonc et de sa distribution a posteriori. Contrairement
a` Trevezas and Courne`de (2011), les temps d’activite´ et d’expansion sont quelconques.
L’approche baye´sienne a de´ja` e´te´ employe´e par Wallach et al. (2006) dans le cadre des
plantes mais pour d’autres familles de mode`les. L’un des objectifs de ce chapitre est aussi
de pouvoir comparer et critiquer les diffe´rentes me´thodes sur un ensemble de cas-tests.
Gaucherel et al. (2008) ont de´ja` effectue´ ce genre de comparaison concernant d’autres
me´thodes (moindres carre´, MCMC et filtrage particulaire) pour un mode`le de croissance
de plante de type process-based.
Dans la section 7.1, nous e´crivons le mode`le statistique associe´ a` M. Nous y de´cri-
vons en particulier la nature des donne´es disponibles ainsi que les mode`les de Markov
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cache´s et mode`les a` saut de Markov associe´s au syste`me dynamique. Il est donc pos-
sible d’employer les me´thodes d’infe´rence baye´sienne du chapitre 6 pour l’estimation de
Θfonc. La section 7.2 donne tous les e´le´ments permettant d’imple´menter les me´thodes
en pratique. Ensuite, les diffe´rentes me´thodes sont analyse´es et compare´es entre elles a`
partir d’un ensemble de cas-tests base´s sur le mode`le GreenLab, cf section 7.3. La section
7.4 propose des estimateurs pour les bruits de mode´lisation et de mesure ainsi qu’une
proce´dure permettant d’estimer la distribution a posteriori de Θfonc par bootstrap pa-
rame´trique. La dernie`re section est une application sur donne´es re´elles : la betterave
sucrie`re.
N.B. 7.1 Nous supposons que les parame`tres du mode`le de de´veloppement S sont
connus ainsi que les temps d’activite´ Tact des feuilles et les temps d’expansion T
o
exp des
organes de type o ∈ O.
N.B. 7.2 Les conventions de notation du chapitre 6 sont encore valables dans ce cha-
pitre.
7.1 Description du mode`le statistique
Dans cette section, nous posons un cadre statistique s’inspirant des travaux de Tre-
vezas and Courne`de (2011) et qui nous permettra d’utiliser les me´thodes d’infe´rence
baye´sienne de´crites dans le chapitre 6. Nous nous inte´ressons d’abord aux donne´es bo-
taniques que l’on peut re´colter a` partir d’une plante et qui nous sont ne´cessaires pour
l’estimation du vecteur de parame`tres Θfonc (voir section 7.1.1). Ensuite, nous e´crivons
le mode`le de croissance de plante sous la forme d’un mode`le de Markov cache´ ou d’un
mode`le a` saut de Markov suivant si l’e´volution de la structure de la plante donne´e par
{Nn}n≥0 (voir la section 2.1.6) est de´terministe ou stochastique, cf section 7.1.2.
7.1.1 Les donne´es botaniques
Supposons que l’on dispose d’une plante et que l’on est capable de donner l’aˆge (en
cycles de de´veloppement) de chacun des organes la composant. A un instant Tobs ∈ N∗,
la plante est de´coupe´e et un certain nombre d’organes sont pese´s. Pour tout (o, n) ∈ O×
{0, . . . , Tobs}, notonsN on le nombre d’organes de type o cre´e´s au cycle de de´veloppement
n qui ont e´te´ pese´s. Etant donne´ que le nombre total d’organe de cette sorte vaut
N on+1 − N on (cf section section 2.1.6), nous avons alors imme´diatement 0 ≤ N on ≤
N on+1 − N on. Rappelons que la masse M on,k d’un organe de type o d’aˆge k au cycle de




Alo,ln−k+l(Qn−k+l, N0→n−k+l+1,Θfonc), 1 ≤ n et 1 ≤ k ≤ n. (7.1)
Au moment de l’observation expe´rimentale (c’est-a`-dire a` la fin du cycle de de´veloppe-
ment Tobs), un organe de type o cre´e´ au cycle n a un aˆge k = Tobs + 1 − n. Sa masse
est donc M oTobs+1,Tobs+1−n (on conside`re que l’aˆge d’un organe a` la toute fin du cycle Tobs
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est le meˆme qu’au tout de´but du cycle Tobs + 1). Si N on ≥ 1, notons M oTobs+1,Tobs+1−n(i)
la masse du ie`me organe pese´ avec i = 1, . . . ,N ok . Chacune de ces masses est entaˆche´e
d’une erreur de mesure additive on(i) qui est due au protocole de recueil des donne´es
(impre´cisions lie´es a` l’expe´rimentateur, aux appareils de mesure . . . ). Nous supposons
que toutes les erreurs de mesure sont mutuellement inde´pendantes deux a` deux, ne
de´pendent que du type d’organe conside´re´ et suivent une loi normale centre´e de va-
riance σ2o (cette variance est suppose´e inde´pendante du cycle de cre´ation n). La masse



























Par la suite, nous supposons N on ≥ 1 pour tout o ∈ O et n ∈ {0, . . . , Tobs} afin
d’alle´ger les notations (l’adaptation au cas N on = 0 est imme´diate). En conse´quence,
M oTobs+1,Tobs+1−n suit une loi normale d’espe´rance la moyenne des masses non bruite´es et
de variance σ2o/N
o
n . On de´finit alors le vecteur d’observation Yn comme le vecteur des






















n(i))o∈O un vecteur gaussien centre´ de matrice de covariance
Rn. Rn est une matrice diagonale dont les e´le´ments diagonaux sont donne´s par les
composantes du vecteur (σ2o/N
o
n )o∈O. {Vn}n≥0 est une suite de vecteurs ale´atoires i.i.d.
En notant Tmexp = max{T oexp}o∈O et Nn = (N on )o∈O, Yn peut se mettre sous la forme :
Yn = mn(Qn, . . . , Qn+Tmexp−1, N0→n+Tmexp ,Nn,Θfonc) + Vn. (7.5)
avec mn une fonction bore´lienne et la convention que Qk = 0 et N0→k = N0→Tobs+1 si
k ≥ Tobs + 1 (la plante est de´coupe´e a` la fin du cycle de de´veloppement Tobs).
N.B. 7.3 Lorsque l’on travaille avec un syste`me dynamique e´voluant a` temps discret, il
est naturel de prendre l’observation Yn comme e´tant un ensemble de mesures re´alise´es sur
le syste`me a` l’instant n. Les mesures {Yn}n≥0 refle`tent l’e´volution du syste`me dynamique.
On peut cependant noter que ce n’est pas le cas avec le protocole de recueil de donne´es
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de´taille´ dans cette section. En effet, l’observation d’une plante est destructive puisque
l’on pe`se ses organes (il existe d’autres me´thodes d’observation non destructive qui ne
conside`rent pas les masses mais elles ne sont pas prises en compte dans cette the`se).
Le syste`me « plante » ne peut eˆtre observe´ qu’une seule fois puisque les mesures sont
destructives. Les donne´es Yn ainsi de´finies dans cette section ne sont pas lie´es a` une
e´volution du syste`me mais plutoˆt a` l’architecture de la plante et plus particulie`rement
a` l’ordre d’apparition des organes (voir Trevezas and Courne`de (2011)) ce qui est une
fac¸on originale de percevoir le syste`me dynamique.
7.1.2 Mode`le de Markov cache´ et mode`le a` saut de Markov
associe´s
Nous souhaitons poser un cadre statistique pour le mode`le de croissance de plante
M. Plus particulie`rement, nous allons de´crire le syste`me dynamique associe´ sous la
forme d’un mode`le de Markov cache´ ou d’un mode`le a` saut de Markov ce qui nous
permettra d’utiliser les me´thodes d’infe´rence baye´sienne du chapitre 6 pour l’estimation
du vecteur de parame`tres Θfonc.
Le fonctionnement de la plante a e´te´ introduit comme l’ensemble des processus de
cre´ation et d’allocation de biomasse. L’allocation est caracte´rise´e par l’e´quation (7.5)
donnant le vecteur des masses moyennes des organes cre´e´s a` un cycle de de´veloppement
donne´. La cre´ation de biomasse est gouverne´e par l’e´quation de photosynthe`se (2.7) du
chapitre 2. Cette e´quation permet de calculer la quantite´ de biomasse Qn disponible au
cycle de de´veloppement n :
Qn = Φn(Q(n−Tact)+ , . . . , Qn−1, N0→n, En,Θfonc), n ≥ 1. (7.6)
avec (n − Tact)+ = max(n − Tact, 0). Du point de vue mode´lisation statistique, il n’est
pas raisonnable de supposer que l’e´quation de production soit de´terministe. En effet,
plusieurs sources d’incertitudes affectent le calcul de Qn :
– incertitude de mode´lisation : l’e´quation de Beer-Lambert suppose une distribution
poissonienne des feuilles dans le couvert ve´ge´tal (voir Vose et al. (1995)). Le calcul
de Qn est donc le re´sultat d’une extrapolation.
– incertitude sur la variable environnement E(n). La valeur attribue´e a` E(n) est le
re´sultat d’un ensemble d’observations expe´rimentales, chacune d’entre elles e´tant
entaˆche´e de sa propre erreur de mesure.
Partant de ces diffe´rents constats, il convient d’ajouter un bruit de mode´lisation a` l’e´qua-
tion (7.6) note´ ωn que l’on suppose multiplicatif :
Qn = Φn(Q(n−Tact)+ , . . . , Qn−1, N0→n, En,Θfonc)(1 + ωn), n ≥ 1. (7.7)
Nous supposons e´galement que ωn suit une loi gaussienne centre´e de variance Kn et que
les suites {ωn}n≥0 et {Vn}n≥0 (bruits de mesure) sont mutuellement inde´pendantes.
Les variables Qk, k ≥ 0, jouent donc un roˆle cle´ dans la croissance de la plante et le
processus (Qk)k≥0 caracte´rise l’e´volution du syste`me dynamique. De plus, ces variables
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ne sont pas directement observables. Elles le sont par l’interme´diaire des masses des
diffe´rents organes et donc des vecteurs d’observation {Yn}n≥0. Il apparaˆıt donc naturel
de de´finir l’e´tat cache´ du syste`me dynamique a` partir de l’ensemble {Qk}n≥0. Pour cela,








Nous de´finissons alors le vecteur d’e´tat cache´ du syste`me dynamique de la fac¸on sui-
vante :
Xn = (Qn+Tmexp−T , . . . , Qn+Tmexp−1), n ≥ 0,
avec la convention Qk = 0 si k < 0.
N.B. 7.4 Les indices de la variable Q dans Xn ont e´te´ choisis de sorte que le syste`me
« plante » puisse se mettre sous la forme d’un mode`le de Markov cache´ ou d’un mode`le
a` saut de Markov.
L’observation du syste`me a` l’instant n est donne´e par le vecteur Yn des masses
moyennes des organes cre´e´s au cycle de de´veloppement n (voir l’e´quation (7.3)). L’e´qua-
tion de production (7.7) permet de cre´er Xn+1 a` partir de Xn et sera donc lie´e a` l’e´qua-
tion d’e´volution du syste`me dynamique. L’e´quation (7.5) donne la masse des organes en
fonction de Xn et sera alors associe´e au mode`le de mesure. Il est donc possible d’e´crire
comple`tement le mode`le statistique associe´ a`M. Deux situations sont possibles : l’e´vo-
lution de la structure de la plante est de´terministe (i.e. nous connaissons Nn pour tout
n ≥ 0) ou stochastique ((Nn)n≥0 est un processus de branchement de Galton-Watson
multitype, cf le the´ore`me 3.3.3 du chapitre 3).
The´ore`me 7.1.1 Supposons que le processus (Nn)n≥0 soit de´terministe et l’e´tat initial
Q0 soit connu. Dans ce cas, le mode`le de croissance de plante M caracte´rise´ par le
processus a` temps discret {(Xn, Yn)}n≥0 censure´ a` l’instant Tobs est un mode`le de Mar-


















φn+Tmexp = Φn+Tmexp(q(n+Tmexp−Tact)+ , . . . , qn+Tmexp−1, N0→n+Tmexp , En+Tmexp ,Θfonc),
xn = (qn+Tmexp−T , . . . , qn+Tmexp−1) et δu le symbole de Kronecker centre´ en u ∈ R.
Preuve Nous allons e´crire le syste`me dynamique sous la forme du mode`le de Markov
cache´ donne´ par la de´finition 6.2.1 du chapitre 6. Notons dn = T + dωn+Tmexp−1 + dΘfonc et
introduisons tout d’abord la fonction fn de R
dn dans RT de´finie de la fac¸on suivante :
∀Xn−1 = (Qn+Tmexp−T−1, . . . , Qn+Tmexp−2) ∈ RT , ωn+Tmexp−1 ∈ R
dωn+Tmexp−1 , Θfonc ∈ RdΘfonc ,
(7.8)
fn(Xn−1, ωn+Tmexp−1,Θfonc) = (Qn+Tmexp−T , . . . , Qn+Tmexp−2, An(Xn−1, ωn+Tmexp−1,Θfonc))
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avec :
An(Xn−1, ωn+Tmexp−1,Θfonc) =
Φn+Tmexp−1(Q(n+Tmexp−Tact−1)+ , . . . , Qn+Tmexp−2, N0→n+Tmexp−1, En+Tmexp−1,Θfonc)(1 + ωn+Tmexp−1)
(7.9)
De meˆme, introduisons la fonction gn de R
T+dΘfonc dans Rdim(O) de´finie de la fac¸on
suivante :
∀Xn = (Qn+Tmexp−T , . . . , Qn+Tmexp−1) ∈ RT , Θfonc ∈ RdΘfonc ,
gn(Xn,Θfonc) = mn(Qn, . . . , Qn+Tmexp−1, N0→n+Tmexp ,Nn,Θfonc).
(7.10)
Dans ce cas, le processus discret {(Xn, Yn)}n≥0 ve´rifie le syste`me d’e´quations suivant :{
Xn+1 = fn+1(Xn, ωn+Tmexp ,Θfonc),
Yn = gn(Xn,Θfonc) + Vn.
En posantWn = ωn+Tmexp−1 et en remarquant que {Wn}n≥0 et {Vn}n≥0 des suites mutuel-
lement inde´pendantes de vecteurs ale´atoires i.i.d., nous avons bien que {(Xn, Yn)}n≥0
est un mode`le de Markov cache´ d’apre`s la de´finition 6.2.1. Les densite´s de probabilite´
associe´es au mode`le d’e´volution et d’observation de´coulent directement du fait que Wn
et Vn suivent des lois normales centre´es de matrice de covariance respective Kn+Tmexp−1
et Rn.

N.B. 7.5 La densite´ associe´e a` la loi de X0 ne peut pas s’exprimer de fac¸on explicite.
Cependant, elle est facile a` simuler (voir la section 7.2.1).
Dans le cas ou` l’e´volution de la structure de la plante est stochastique, le processus
{(Xn, Yn)}n≥0 n’est plus un mode`le de Markov cache´ mais un mode`le a` saut de Markov.





, n ≥ 0.
avec 0k le vecteur de taille k dont toutes les composantes sont nulles. Etant donne´ que
{Nn}n≥0 est un processus de branchement de Galton-Watson multitype (voir le the´ore`me
3.3.3 du chapitre 3), {Cn}n≥0 est donc une chaˆıne de Markov caracte´rise´e par sa distribu-
tion initiale P (c0) et ses probabilite´s de transition P (cn+1|cn) = P (Nn+Tmexp+1|Nn+Tmexp).
N.B. 7.6 Nous conservons les majuscules dans P (Nn+Tmexp+1|Nn+Tmexp) pour e´viter toute
confusion entre le vecteur ale´atoire N et l’indice n utilise´ a` maintes reprises dans la the`se.
La distribution initiale P (c0) n’est pas exprimable explicitement mais est facilement
simulable (voir la section 7.2.1). Nous avons alors (voir Loi et al. (2011)) :
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The´ore`me 7.1.2 Supposons que (Nn)n≥0 soit un processus ale´atoire et que l’e´tat initial
Q0 soit connu. Dans ce cas, le mode`le de croissance de plante M caracte´rise´ par le
processus a` temps discret {(Xn, Yn)}n≥0 censure´ a` l’instant Tobs est un mode`le a` saut
de Markov dont les mode`les d’e´volution et d’observation sont donne´s par les densite´s de
probabilite´ suivantes :
p(x′n+1|xn, cn+1) = N
(








p(yn|xn, cn) = N
(




φn+Tmexp = Φn+Tmexp(q(n+Tmexp−Tact)+ , . . . , qn+Tmexp−1, cn+1, En+Tmexp ,Θfonc),
xn = (qn+Tmexp−T , . . . , qn+Tmexp−1) et δu le symbole de Kronecker centre´ en u ∈ R.
Preuve La de´monstration est imme´diate. Introduisons les meˆmes fonctions fn et gn
de´finies respectivement par les e´quations (7.8) et (7.10) en prenant soin cette fois de
marquer la de´pendance en N0→k avec k ≥ 0. Nous avons alors imme´diatement que le
processus discret {(Xn, Yn)}n≥0 ve´rifie le syste`me d’e´quations suivant :{
Xn+1 = fn+1(Xn, Cn+1,Wn+1,Θfonc),
Yn = gn(Xn, Cn,Θfonc) + Vn.
avec Wn pour n ≥ 0 de´fini de la meˆme fac¸on que dans la de´monstration du the´ore`me
7.1.1. D’apre`s la de´finition 6.2.2 du chapitre 6, nous avons bien que {(Xn, Yn)}n≥0 est un
mode`le a` saut de Markov. Les densite´s de probabilite´ associe´es au mode`le d’e´volution
et d’observation de´coulent e´galement du fait que Wn et Vn suivent des lois normales
centre´es de matrice de covariance respective Kn+Tmexp−1 et Rn.
N.B. 7.7 Xn+1 de´pend en fait de Cn. Etant donne´ que toute l’information de Cn est
contenue dans Cn+1, Xn+1 de´pend e´galement de Cn+1. C’est cette de´pendance que nous
choisissons afin de repre´senter le syste`me sous la forme d’un mode`le a` saut de Markov.

7.2 Mise en œuvre pratique des me´thodes d’infe´-
rence baye´sienne
Suivant que l’e´volution de la structure de la plante est de´terministe ou non, le mo-
de`le de croissance de plante M peut eˆtre de´crit soit par un mode`le de Markov cache´
soit par un mode`le a` saut de Markov. Il est donc possible d’utiliser les me´thodes d’infe´-
rence baye´sienne du chapitre 6 pour estimer le vecteur de parame`tres Θfonc. Dans cette
section, nous expliquons comment mettre en pratique ces me´thodes. Nous montrons
comment adapter les algorithmes et donnons quelques conseils quant a` leur utilisation.
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Les diffe´rents points mentionne´s par la suite sont une combinaison de re´sultats emprun-
te´s a` la litte´rature scientifique sur le sujet (voir Cappe´ et al. (2005), Caron (2006)) et
de re´sultats observe´s par le biais de l’expe´rimentation durant la the`se. Pour la suite de
cette section, nous supposons connues ou fixe´es la biomasse Q0 contenue dans la graine
ainsi que les variances Kn et matrices de covariance Rn, n ∈ N, associe´es respectivement
aux bruits de mode´lisation et aux bruits de mesure (voir la section 7.3.4 concernant ce
sujet).
7.2.1 Initialisation des algorithmes
• Initialisation pour le filtre de Kalman sans parfum : nous donnons une me´-
thode permettant de construire les conditions initiales xa0 et Σ
xa
0 . Pour cela, il faut en
premier lieu attribuer une valeur de de´part Θinitfonc au vecteur de parame`tres Θfonc. Nous
attribuons alors a` chaque composante de Θinitfonc une valeur d’un ordre de grandeur cor-
respondant au parame`tre que cette composante repre´sente. Par exemple, si l’on sait que
le parame`tre en question varie typiquement entre 1 et 10, on peut lui attribuer la valeur
initiale 5. Tout autre choix dans l’intervalle [1; 10] est correct e´galement. Par contre, il
ne faut pas lui attribuer une valeur de 100. Cela pre´suppose que nous sommes capable
de donner un ordre de grandeur raisonnable pour chacun des parame`tres ce qui est le
cas dans la pratique pour les mode`les de croissance de plante (cf section 7.3.4 pour des
exemples). Pour construire xa0, il faut e´galement attribuer une valeur de de´part x
0
init au
vecteur d’e´tat cache´ X0. Afin de simplifier les calculs, nous construisons x
a
0 dans le cas
ou` Tmexp ≥ Tact, c’est-a`-dire T = Tmexp (la de´marche est identique pour le cas Tmexp < Tact en
adaptant les indices). Dans ce cas, X0 = (Q0, . . . , QTmexp−1) = (Q0, . . . , QT−1). Construire
xa0 revient a` attribuer une valeur initiale a` Qk avec k ∈ {1, . . . , Tmexp − 1}. Ainsi, nous




fonc). Rappelons qu’a` la base nous ne disposons seulement que de
Q0. Soit alors le vecteur xinit = (0T−1, Q0) et f1:T−1 la compose´e en X des T−1 fonctions
f1, . . . , fT−1 (la fonction fn est de´finie par l’e´quation (7.8)) :
∀(X,ω1:T−1,Θ),
f1:T−1(X,ω1:T−1,Θ) = fT−1(fT−2(. . . (f1(X,ω1,Θ), ω2,Θ), . . . , ωT−2,Θ), ωT−1,Θ)
(7.11)
x0init est alors choisi comme la valeur moyenne du premier e´tat cache´ X0 conditionnelle-
ment a` Q0 :
x0init = E[f1:T−1(xinit, ω1:T−1,Θ
init
fonc)].
N.B. 7.8 Dans l’e´quation pre´ce´dente, les seules variables ale´atoires sont donne´es par
le vecteur ω1:T−1.
Pour calculer x0init, nous pouvons utiliser une proce´dure de transformation sans par-
fum (voir l’annexe C.2). Associons au vecteur ω1:T−1 son vecteur des valeurs moyennes
0T−1 et sa matrice de covariance diagonale D dont les e´le´ments diagonaux sont don-
ne´s par le vecteur (K1, . . . , KT−1). Conside´rons les 2T − 1 sigma-points χiω associe´s au
couple (0T−1, D) avec leur poids respectif W i (voir l’annexe C.2 pour la de´finition des
sigma-points). Propageons ces sigma-points a` travers la fonction f1:T−1 en attribuant
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respectivement aux entre´es X et Θ les vecteurs xinit et Θ
init
fonc et nous obtenons 2T − 1
nouveaux sigma-points χix0 associe´s a` l’e´tat cache´ X0, chacun d’entre eux e´tant de taille
T :
∀i ∈ {1, . . . , 2T − 1}, χix0 = f1:T−1(xinit, χiω,Θinitfonc).




W i χix0 .
L’initialisation de la matrice de covariance Σx
a
0 se fait en utilisant la transformation
sans parfum pre´ce´dente. Nous choisissons pour Σx
a
0 la matrice diagonale par bloc dont




W i(χix0 − x0init)t(χix0 − x0init)
avec (.)t la transpose´e d’une matrice et B une matrice diagonale dont les e´le´ments
diagonaux sont e´gaux a` 10−4 (le choix d’une telle matrice est e´galement explique´ dans
la section 7.3.4).
• Simulation suivant la distribution initiale pour le filtrage particulaire et
le filtrage particulaire convole´ : nous expliquons comment obtenir un ensemble
de M re´alisations {x˜a0(i), i = 1, . . . ,M} pour ces deux me´thodes particulaires. Chaque
re´alisation x˜a0
(i) se de´compose en un vecteur x˜0
(i) associe´ a` l’e´tat cache´ X0 du syste`me
dynamique et un vecteur Θ˜0
(i) associe´ au vecteur de parame`tres Θfonc. Expliquons tout
d’abord comment avoir les vecteurs {Θ˜0(i), i = 1, . . . ,M}. Ces derniers sont choisis de
fac¸on a` eˆtre uniforme´ment re´partis dans l’espace des parame`tres P (on suppose que
P est borne´, ce qui est le cas dans la pratique). Pour ce faire, on cre´e d’abord un
ensemble de points uniforme´ment re´partis dans P . On note M1 son cardinal. On affecte
ensuite un nombre M2 de particules a` chacun des points pre´ce´dents. On obtient alors
un nombre M = M1M2 de particules. En utilisant cette proce´dure, on augmente les
chances d’orienter directement les particules dans la bonne zone de l’espace P . Plus le
nombre de pointsM1 est important, plus l’algorithme converge rapidement. Cependant,
si l’espace P est de grande dimension, M1 peut devenir assez conse´quent. En effet, si K
valeurs sont choisies pour chaque dimension de P , on a doncM1 = Kdim(P). Par exemple,
pour 10 parame`tres et K = 5 (ce qui est une re´partition raisonnable), M1 vaut un peu
moins de dix millions. Ce phe´nome`ne est connu sous le nom d’explosion combinatoire.
Si le nombre de parame`tres a` estimer est grand, la valeur de K doit eˆtre faible. On ne
peut donc proposer qu’une re´partition grossie`re dans ce cas. Supposons maintenant que
nous disposons d’un ensemble de vecteurs de parame`tres {Θ˜0(i), i = 1, . . . ,M}. Pour
construire les e´tats cache´s initiaux correspondants {x˜0(i), i = 1, . . . ,M}, nous partons
d’un vecteur initial xinit = (0T−1, Q0). Tout comme pour le filtre de Kalman sans parfum,
nous ne conside´rons que le cas ou` Tmexp ≥ Tact, c’est-a`-dire T = Tmexp, afin de simplifier
les notations (la de´marche est identique pour le cas Tmexp < Tact en adaptant les indices).
Soit alors {ω1:T−1(i), i = 1, . . . ,M} un ensemble de M re´alisations inde´pendantes d’une
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loi normale centre´e de dimension T −1 dont la matrice de covariance est diagonale et les
e´le´ments diagonaux sont donne´s par le vecteur (K1, . . . , KT−1). Les vecteurs x˜0(i) sont
alors donne´s par :
x˜0
(i) = f1:T−1(xinit, ω1:T−1(i), Θ˜0(i))
avec f1:T−1 la fonction donne´e par l’e´quation (7.11). x˜0(i) est en fait une re´alisation du
syste`me dynamique caracte´rise´ par le vecteur de parame`tres Θ˜0
(i) sur T−1 e´tapes. Nous
posons alors :
∀i ∈ {1, . . . ,M}, x˜a0(i) = (x˜0(i), Θ˜0(i)).
• Initialisation pour le filtre particulaire Rao-Blackwellise´ : l’objectif est d’obte-
nir un ensemble de re´alisations {(c˜0(i), xa0(i),Σxa0 (i)), i = 1, . . . ,M}. L’ensemble {c˜0(i), i =
1, . . . ,M} est simplement obtenu en simulant M trajectoires du processus de bran-






(i) sont de´termine´s de la meˆme fac¸on pour que l’ini-
tialisation du filtre de Kalman sans parfum.
7.2.2 Ite´rations multiples des algorithmes
A une e´tape n ∈ {0, . . . , Tobs} donne´e, les quatre algorithmes baye´siens donnent
un estimateur pˆ(xan|y0:n) de la densite´ de probabilite´ p(xan|y0:n). En conse´quence, il est
possible d’estimer l’e´tat cache´ augmente´ du syste`me dynamique en utilisant l’estimateur
MMSE :








Nous obtenons donc une estimation de Θfonc en extrayant les composantes de Xˆ
a
n asso-
cie´es au vecteur de parame`tres. Afin de be´ne´ficier de toutes l’information fournie par les
donne´es Y0:Tobs , la meilleure estimation de Θfonc est celle obtenue a` partir de l’estimation
du dernier vecteur d’e´tat cache´ augmente´ XˆaTobs . Notons alors Θˆfonc cette estimation. En
ge´ne´ral, a` la fin d’une ite´ration comple`te des algorithmes (c’est-a`-dire le de´roulement
des e´tapes 0 a` Tobs), le vecteur Θˆfonc obtenu est encore bien loin de la vraie valeur de
Θfonc que l’on notera Θ
vrai
fonc par la suite. L’ide´e est alors d’appliquer une nouvelle fois
l’algorithme en utilisant comme valeur d’entre´e l’estimation Θˆfonc obtenue en sortie de
l’ite´ration pre´ce´dente (ou les particules associe´es pour les me´thodes particulaires) :
• Filtre de Kalman sans parfum : l’initialisation de la nouvelle ite´ration se fait
de la meˆme fac¸on que de´crit dans la section 7.2.1 sauf qu’au lieu de donner a` chaque
composante de Θinitfonc une valeur correspondant a` l’ordre de grandeur de la composante en
question, nous imposons Θinitfonc = Θˆfonc. Cela permet de conserver l’information acquise
au cours de l’ite´ration pre´ce´dente sur le vecteur Θfonc.
N.B. 7.9 Pour l’initialisation de la premie`re ite´ration, il est e´galement possible d’uti-
liser un vecteur Θfonc obtenu par un estimateur classique plus facile a` avoir comme, par
exemple, les moindres carre´s ge´ne´ralise´s (voir Courne`de et al. (2011)).
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• Filtre particulaire et le filtre particulaire convole´ : a` la fin de l’e´tape Tobs, nous
disposons d’un ensemble de particules {x˜a0:Tobs (i), i = 1, . . . ,M} avec les poids normali-
se´s associe´s {w˜Tobs(x˜a0:Tobs (i)), i = 1, . . . ,M}. Plus pre´cise´ment, nous avons un ensemble
de vecteurs de parame`tres {Θ˜Tobs (i), i = 1, . . . ,M} avec les meˆmes poids normalise´s en
extrayant de x˜aTobs
(i) le vecteur Θ˜Tobs
(i) associe´ a` Θfonc. Ainsi, nous initialisons {x˜a0(i), i =
1, . . . ,M} de la meˆme fac¸on que dans la section 7.2.1 sauf que cette fois nous choisissons
de prendre {Θ˜Tobs (i), i = 1, . . . ,M} pour l’ensemble {Θ˜0(i), i = 1, . . . ,M}. Les poids as-
socie´s aux nouvelles particules {x˜a0(i), i = 1, . . . ,M} sont {w˜Tobs(x˜a0:Tobs (i)), i = 1, . . . ,M}.
En proce´dant de cette manie`re, nous donnons au vecteur Θfonc une distribution initiale
qui tient compte des informations obtenues lors de l’ite´ration pre´ce´dente de l’algorithme
ce qui va permettre une meilleure estimation du vecteur de parame`tres.
• Filtre particulaire de Rao-Blackwell : l’initialisation de la nouvelle ite´ration de
l’algorithme se fait de la meˆme fac¸on que pour le filtre de Kalman sans parfum en
adaptant l’estimateur MMSE pour le filtrage particulaire (cf section 6.3.4).
Pour la suite du chapitre, nous noterons Θˆ
(k)
fonc l’estimation MMSE de Θfonc apre`s la
k-ie`me ite´ration comple`te d’un des quatre algorithmes baye´siens.
7.2.3 Crite`res de convergence
Etant donne´ que les algorithmes peuvent eˆtre applique´s plusieurs fois de suite (cf
section pre´ce´dente), il nous faut de´finir un crite`re d’arreˆt pour les diffe´rentes proce´dures
d’estimation. Nous utilisons un crite`re classique de convergence base´ sur la norme de la
diffe´rence entre deux estimations successives de Θfonc. Ainsi, nous arreˆtons l’algorithme
apre`s la K-ie`me ite´ration comple`te si :
||Θˆ(K)fonc − Θˆ(K−1)fonc ||2 < 
avec ||.|| la norme euclidienne sur RdΘfonc et  un seuil a` de´finir (dans cette the`se,
 = 10−4 pour le filtre de Kalman et  = 10−3 pour les me´thodes particulaires plus
difficiles a` stabiliser). Afin de s’assurer de la convergence, nous pouvons ame´liorer le
crite`re pre´ce´dent en conside´rant plusieurs ite´rations de suite. Par exemple, nous arreˆtons
l’algorithme apre`s la K-ie`me ite´ration comple`te si :
K∑
k=K−K0+1
||Θˆ(k)fonc − Θˆ(k−1)fonc ||2 < K0  (7.12)
avec K0 a` de´finir (K0 = 10 dans cette the`se). Ceci permet de s’assurer que l’estimation
de Θfonc se stabilise. Nous pouvons aussi imposer un rang minimum pour K pour e´vi-
ter de tomber sur des minima locaux (rang que l’on peut de´finir avec l’indicateur de
performance par exemple).
Concernant les me´thodes particulaires, il est plus difficile de stabiliser les estimations
Θˆ
(k)
fonc. En effet, ce sont des algorithmes stochastiques. Ils donneront donc une estimation
diffe´rente a` chaque ite´ration comple`te de l’algorithme. Il existe une me´thode appele´e
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« averaging » (voir Cappe´ et al. (2005)) qui permet de stabiliser l’estimation. Fixons
une ite´ration minimale K0 et posons :










fonc reste une estimation de Θfonc (voir Cappe´ et al. (2005)). Il est moins
sujet aux fluctuations que Θˆ
(K)
fonc ce qui permet de lui appliquer le crite`re de convergence
donne´ par l’e´quation (7.12). Il est pre´fe´rable de choisir un rang K0 suffisamment e´leve´
pour ne pas biaiser l’estimation de Θfonc avec de mauvaises estimations Θˆ
(K)
fonc. Les
ite´rations 1 a` K0 sont alors appele´es pe´riode de « burning ». Nous pouvons par exemple
choisir un rang K0 au-dela` duquel le crite`re des moindres carre´s est plus petit qu’un
certain seuil κ :
K0 = min{k, ||Y (Θˆ(k)fonc)− Yobs||2 < κ}
avec ||.|| la norme euclidienne sur RdYobs , Yobs = (Yn)n∈{0,...,Tobs} le vrai vecteur de donne´es
(regroupant tous les vecteurs d’observation Yn) et Y (Θ
(k)
fonc) le vecteur de donne´es calcule´
a` partir du syste`me dynamique avec Θˆ
(k)
fonc en parame`tres et sans pertubation (les bruits
de mode´lisation et de mesure sont nuls).
N.B. 7.10 La de´finition de Θ
(K)
fonc propose´e ici est valable lorsque le nombre de par-
ticules ne change pas d’une ite´ration comple`te de l’algorithme sur l’autre. Dans le cas
contraire, d’autres de´finitions sont possibles, cf Cappe´ et al. (2005).
7.2.4 A` propos du nombre de particules
Pour les me´thodes de filtrage particulaire et filtrage particulaire convole´, il est pos-
sible (et meˆme astucieux !) de changer le nombre de particules d’une ite´ration comple`te
de l’algorithme a` l’autre, en particulier sur les premie`res ite´rations. Pour la premie`re ite´-
ration de l’algorithme, il est pre´fe´rable de commencer avec un grand nombre de particules
M1 (cf section 7.2.1) afin d’orienter directement la recherche du vecteur de parame`tres
dans la bonne zone de l’espace des parame`tres P . En effet, plus M1 est grand, plus les
vecteurs initiaux Θ˜0
(i) seront diversifie´s et bien re´partis dans P ce qui permet d’affiner
d’emble´e la recherche du vecteur optimal. En revanche, cela signifie un nombre de parti-
culesM plus conse´quent ce qui ralentit conside´rablement l’algorithme. Etant donne´ que
l’on cherche juste a` placer globalement les particules dans la bonne zone de P , il n’est
pas ne´cessaire d’effectuer les Tobs + 1 e´tapes d’une ite´ration comple`te de l’algorithme.
Nous pouvons nous limiter aux cinq premie`res par exemple pour diminuer le temps de
calcul. Une fois la premie`re ite´ration termine´e, nous pouvons restreindre le nombre de
particules et effectuer alors les Tobs + 1 e´tapes pour les ite´rations suivantes.
N.B. 7.11 Il est impe´ratif d’utiliser les Tobs + 1 e´tapes pour les ite´rations k ≥ 2 de
l’algorithme. En effet, utiliser peu d’observations entraˆıne une perte d’information qui
nuit a` la qualite´ de l’estimation de Θfonc.
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En re´sume´, il faut prendre beaucoup de particules bien re´parties dans P pour la
premie`re ite´ration mais en se limitant a` un petit nombre d’e´tapes. Pour les ite´rations
suivantes, on restreint le nombre de particules mais on utilise toutes les donne´es. En
faisant ainsi, on concentre d’abord les particules dans la bonne zone de P et ensuite
on affine le re´sultat. Cette proce´dure permet d’acce´le´rer grandement la convergence des
algorithmes particulaires.
7.2.5 Mode`le d’e´volution pour le vecteur de parame`tres, den-
site´ de transition d’importance et noyaux
• Mode`le d’e´volution pour le vecteur de parame`tres
Dans la section 6.2.3, nous avons de´fini un mode`le d’e´volution pour le vecteur de para-
me`tres Θ de la forme suivante :
Θn+1 = hn+1(Θn, Un+1), n ≥ 0. (7.13)
Ce mode`le permet de donner une dynamique d’e´volution au vecteur d’e´tat cache´ aug-
mente´ Xan = (Xn,Θn) et donc d’utiliser les me´thodes d’infe´rence baye´sienne. En ce qui
concerne le filtre particulaire convole´, l’e´volution du vecteur de parame`tres se fait niveau
de l’e´tape de correction lors du tirage des M particules {x˜an+1(i), i = 1, . . . ,M} suivant
la densite´ estime´e pˆ(xan+1|y0:n+1). Il n’est donc pas ne´cessaire de donner une dynamique
d’e´volution a` Θ. Dans ce cas, hn+1(Θn, Un+1) = Θn. Par contre, il est ne´cessaire de le
faire pour les trois autres algorithmes. Nous choisissons alors un mode`le d’e´volution de
la forme :
Θn+1 = Θn + Un+1, n ≥ 0
avec la contrainte que {Un}n≥0, {Wn}n≥0 et {Vn}n≥0 sont des suites mutuellement inde´-
pendantes de vecteurs ale´atoires i.i.d.. Pour le filtre de Kalman sans parfum et le filtre
particulaire de Rao-Blackwell, il est impe´ratif d’imposer que Un soit un vecteur gaus-
sien. Par contre, ce n’est pas obligatoire pour le filtre particulaire. Dans cette the`se, nous
avons choisi Un vecteur gaussien centre´ de matrice de covariance Ln. Nous supposons Ln
connue ou fixe´e dans un premier temps (voir la section 7.3.4 pour plus de de´tails). Dans
ce cas, nous pouvons calculer la densite´ de transition p(xan+1|xan) associe´e au mode`le de
Markov cache´ (respectivement p(xan+1|xan, cn+1) pour les mode`les a` saut de Markov) :
p(xan+1|xan) = p(xn+1, θn+1|xn, θn)






)2) N (θn+1 ; θn, Ln).
avec :
φn+Tmexp = Φn+Tmexp(q(n+Tmexp−Tact)+ , . . . , qn+Tmexp−1, N0→n+Tmexp , En+Tmexp ,Θfonc)
et xn = (qn+Tmexp−T , . . . , qn+Tmexp−1). Cette densite´ interviendra dans le calcul des poids
(voir ci-dessous). Nous pouvons e´galement calculer la matrice de covariance Jn associe´e
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au vecteur d’e´tat cache´ augmente´ Xan (intervenant dans le filtre de Kalman sans parfum,






avec 0d1,d2 la matrice de taille d1 × d2 dont toutes les composantes sont nulles et Kn la
matrice diagonale de taille T ×T dont les e´le´ments diagonaux sont donne´s par le vecteur
(Kn+Tmexp−T , . . . , Kn+Tmexp−1).
• Densite´ de transition d’importance
Nous proposons quelques densite´s de transition d’importance qn+1(x
a
n+1|xan) pour la me´-
thode de filtrage particulaire. La densite´ la plus simple est la densite´ d’e´volution du




Cette densite´ pre´sente l’avantage d’eˆtre facilement simulable et de simplifier conside´ra-
blement le calcul des poids donne´ par l’e´quation (6.19) du chapitre 6. La formule de







(i))p(yn+1|x˜an+1(i)) = wn(x˜a0:n(i))N (yn+1 ; g(x˜an+1(i)), Rn+1).
Un gros inconve´nient de cette densite´ est qu’elle ne tient pas compte de la nouvelle
observation yn+1 pour choisir les M particules {x˜an+1(i), i = 1, . . . ,M}. Les particules
sont oriente´es sans information a priori ce qui peut entraˆıner une de´ge´ne´rescence des
poids et donc un re´e´chantillonnage plus fre´quent. Une solution consiste alors a` utiliser
un pas de filtre de Kalman sans parfum. Pour chaque particule i, on calcule l’e´tat





(i) et de Σˆx
a
n|n = 0dXan ,dXan avec une e´tape de filtre
de Kalman sans parfum. On pose alors x˜an+1
(i) = xˆan+1|n+1. Cette proce´dure a pour
avantage de calculer x˜an+1
(i) en fonction de yn+1 ce qui augmente l’efficacite´ du guidage
des particules. En utilisant l’e´quation (7.14), l’e´quation de re´currence des poids devient
















(i))N (yn+1 ; g(x˜an+1(i)), Rn+1)N (θ˜n+1(i) ; θ˜n(i), Ln+1).
avec :
φn+Tmexp = Φn+Tmexp(q(n+Tmexp−Tact)+ , . . . , qn+Tmexp−1, N0→n+Tmexp , En+Tmexp ,Θfonc).
Il existe d’autres fac¸on de choisir la densite´ de transition d’importance (voir Liu
and West (2001), Pitt and Shepard (2001) et Caron (2006)) : utilisation d’une variable
auxiliaire, me´thode de re´gularisation par noyau, distribution de Whishart.
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•Choix des noyaux Nous de´finissons les noyauxKX etKY (resp.KC pour les mode`les
a` saut de Markov) associe´s aux vecteurs ale´atoires Xan et Yn (resp. Cn). Pour K
X , on
choisit la densite´ d’une loi normale centre´e re´duite. KX(x) est bien un noyau de Parzen-





















avec hXM > 0 la feneˆtre du noyau de´finie par :
hXM = CXM
−1/(4+dXan ).
CX est une constante a` ajuster (voir le Nota Bene 7.13 sur la re´ite´ration de l’algorithme).
Nous choisissons un noyau re´duit KY
hYM
(y) de fac¸on similaire pour Yn en remplac¸ant h
X
M
par hYM = CYM
−1/(4+dYn ). Il a e´te´ prouve´ que ce choix de hXM et de h
Y
M permet la
convergence L1 de pˆ(xan|y0:n) vers p(xan|y0:n) quand M → ∞ (voir Campillo and Rossi
(2009)).
N.B. 7.12 On peut ame´liorer les performances du filtre en choisissant astucieusement
CX a` chaque ite´ration de l’algorithme. Le parame`tre CX est lie´ a` la dispersion des
particules. Si CX est petit, alors la particule x˜
a
n+1
(i) sera proche de x˜an
(i). Une grande
valeur de CX (≈ 5.10−2) permet de bien explorer l’espace des e´tats. Au contraire, un
petit CX (< 10
−3) concentre les particules dans une zone donne´e. En tenant compte de
ceci, l’ide´e est de prendre CX grand pour les premie`res ite´rations afin de permettre une
bonne exploration de l’espace des parame`tres P par les particules. On affecte ensuite a`
CX des valeurs de plus en plus petites au fur et a` mesure des ite´rations afin de re´duire la
variance des particules et ame´liorer la pre´cision de l’estimation du vecteur de parame`tres
Θ. La constante CY reste la meˆme tout au long de la me´thode. Elle est fixe´e de fac¸on
a` donner aux poids des particules un ordre de grandeur raisonnable (il faut e´viter de
n’avoir que des poids tre`s petits car cela entraˆıne des instabilite´s nume´riques).
En ce qui concerne le noyau KC , il n’est pas tre`s judicieux de choisir un noyau gaus-
sien car les composantes de Cn sont des entiers naturels. De plus, Cn a une signification
botanique tre`s pre´cise puisqu’il repre´sente l’e´volution de la composition de la plante.
Il n’est donc pas raisonnable de le perturber ale´atoirement comme pour Xn et Yn (les
nouvelles plantes que l’on obtiendrait apre`s perturbations peuvent n’avoir aucun sens
dans la re´alite´). Pour ces raisons, on choisit de ne pas perturber Cn. Son noyau K
C est
donc donne´ par :
KChCM
(c) = δ0(c).
7.3 Analyse et comparaison des me´thodes
L’objectif de cette section est d’analyser les performances des me´thodes d’infe´rence
baye´siennes pour l’estimation du vecteur de parame`tres Θfonc et de les comparer entre
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elles. Dans cette optique, elles sont applique´es sur trois cas-tests utilisant le mode`le de
croissance de plante GreenLab (voir la section 2.3 pour une description comple`te du
mode`le) ayant les spe´cificite´s suivantes :
– Cas-test 1 (= cas-test simple) : e´volution de la structure de la plante de´terministe
avec temps d’expansion et d’activite´ e´gaux a` 1 ;
– Cas-test 2 (cas de la betterave, voir les sections 7.3.5 et 7.5) : e´volution de la
structure de la plante de´terministe avec temps d’expansion et d’activite´ supe´rieurs
a` 1 ;
– Cas-test 3 (cf section 7.3.6) : e´volution de la structure de la plante stochastique
avec temps d’expansion et d’activite´ e´gaux a` 1.
Les cas-tests sont re´alise´s a` partir de donne´es simule´es ce qui nous permet de
connaˆıtre le vrai vecteur de parame`tres Θfonc note´ Θ
vrai
fonc et de bien comprendre le
comportement des me´thodes. Tout comme dans la section pre´ce´dente, nous supposons
connues ou fixe´es la biomasse Q0 contenue dans la graine ainsi que les variances Kn et
matrices de covariance Rn, n ∈ N, associe´es respectivement aux bruits de mode´lisation
et aux bruits de mesure (voir la section 7.3.4 concernant l’impact de cette hypothe`se
sur l’estimation). Dans cette section, nous nous inte´ressons uniquement a` l’estimation
du vecteur de parame`tres Θfonc et non a` sa distribution a posteriori. La section 7.4 est
de´die´e a` ce sujet.
L’objectif du premier cas-test est d’analyser les performances du filtre de Kalman
sans parfum, du filtre particulaire et du filtre particulaire convole´ dans le cadre d’un
mode`le de croissance simple (peu de parame`tres a` estimer) et faiblement non-line´aire.
Nous commenc¸ons tout d’abord par de´crire ce cas-test dans la section 7.3.1. Ensuite, di-
vers aspects des me´thodes sont e´tudie´s (sections 7.3.2, 7.3.3 et 7.3.4). Le second cas-test
(cf section 7.3.5) a pour but d’analyser le passage a` des temps d’expansion et d’ac-
tivite´ e´leve´s augmentant la non-line´arite´ du syste`me. Pour le dernier cas-test (section
7.3.6), nous cherchons a` comparer les me´thodes de filtrage particulaire convole´ et filtrage
particulaire de Rao-Blackwell dans le cas ou` l’e´volution de la structure de la plante est
stochastique. Pour les deux derniers cas-tests, il n’est pas ne´cessaire de faire l’e´tude com-
ple`te des me´thodes comme pour le premier cas-test car la plupart des re´sultats obtenus
restent valables. Nous terminons par un bilan des diffe´rentes me´thodes en soulignant
leurs points forts et leurs points faibles, cf section 7.3.7.
N.B. 7.13 Tous les cas-tests ont e´te´ imple´mente´s avec Matlab 7.9.0 (R2009b) et les
simulations de donne´es en C++.
7.3.1 Description du cas-test simple
Conside´rons un mode`le de type GreenLab 1 dont le mode`le de de´veloppement S est
le suivant :
– La classe physiologique maximale est CPm = 2 ;
– Un entrenœud de CP 1 porte un bourgeon apical de CP 1, un bourgeon axillaire
de CP 2 et une feuille ;
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– Un entrenœud de CP 2 porte un bourgeon apical de CP 2 et une feuille ;
– Les bourgeons ont un comportement de´terministe et produisent toujours un nouvel
entrenœud a` chaque cycle de de´veloppement.
Les re`gles de production de S sont illustre´es par la figure 7.1.
Fig. 7.1 – Re`gles de production pour le cas-test simple. CP = Classe Physiologique.
Les ensembles B et O associe´s aux bourgeons et aux organes sont donne´s par :
B = {b1, b2} O = {e1, e2, l, p}.
Dans ce cas-test, les feuilles ont un temps d’activite´ de 1 et les organes un temps d’ex-
pansion de 1 :
Tact = 1 ∀o ∈ O, T oexp = 1.
Ainsi, les puits des diffe´rents organes sont constants et donne´s par un seul parame`tre
Po avec o ∈ O. L’ensemble des parame`tres du mode`le est donc donne´ par le tableau 7.1.
L’objectif est de re´aliser l’estimation du vecteur de parame`tres Θfonc de´fini par :
Θfonc = (µ, Sp, Pp, Pe1 , Pe2) .
Afin de tester le comportement des me´thodes, nous avons e´galement fait varier le nombre
de parame`tres a` estimer (de 1 a` 5). Dans ce cas, le vecteur a` estimer est un sous-
vecteur de Θfonc. Les autres parame`tres de θfonc sont alors fixe´s a` leur vraie valeur.
L’estimation se fait a` partir d’une plante virtuelle mesure´e a` son vingt-huitie`me cycle
de de´veloppement. Nous disposons donc d’un jeu de donne´es {yk, k = 0, . . . , Tobs} avec
Tobs = 28 (voir la section 7.1.1 pour une description comple`te des donne´es botaniques).
La figure 7.2 donne le comportement du syste`me dynamique au travers des 28 cycles de
de´veloppement.
7.3.2 Stabilite´ de l’estimation et biais
Nous cherchons a` comparer la qualite´ des estimations du filtre de Kalman sans
parfum, du filtre particulaire et du filtre particulaire convole´ pour le cas-test simple.
Les estimations sont obtenues apre`s convergence des algorithmes selon le crite`re de´fini
dans la section 7.2.3. Auparavant, il faut s’assurer de la stabilite´ des estimations fournies
par les diffe´rents algorithmes. Comme l’algorithme du filtre de Kalman sans parfum est
de´terministe, celui-ci fournit donc toujours la meˆme estimation des parame`tres pour
un meˆme jeu de donne´es y0:Tobs . En revanche, ce n’est pas le cas pour les deux autres
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Parame`tres Description Valeur Nature Unite´
E(n) Facteur environnement au
cycle n
2000 Mesure´ J.m−2
Kn Variance du bruit de mode´lisa-
tion
6.25× 10−4 Fixe´ Sans Unite´
σo Ecart type du bruit de mesure 2.5× 10−2 Fixe´ g
µ Water use efficiency 0.095 Estime´ g.J−1
Sp Surface foliaire spe´cifique 2.5 Estime´ m
2
kb Coefficient d’extinction de la
loi de Beer-Lambert
2.5× 10−2 Fixe´ Sans Unite´
Pl Force de puits d’un limbe 1 Fixe´ Sans Unite´
Pp Force de puits d’un pe´tiole 0.3 Estime´ Sans Unite´
Pe1 Force de puits d’un entrenœud
de classe physiologique 1
3 Estime´ Sans Unite´
Pe2 Force de puits d’un entrenœud
de classe physiologique 2
2 Estime´ Sans Unite´
e Masse surfacique d’une feuille 10 Mesure´ g.m−2
Q0 Biomasse contenue dans la
graine
10 Mesure´ g
Tab. 7.1 – Valeurs des parame`tres utilise´s pour ge´ne´rer les donne´es. Le parame`tre Sp
rend compte de l’effet compe´tition. «Mesure´ » signifie que le parame`tre est mesure´ di-
rectement a` partir de donne´es botaniques. « Fixe´ » signifie que la valeur des parame`tres
a e´te´ fixe´e pour des raisons d’identifiabilite´. Enfin, « Estime´ » signifie qu’il s’agit d’un
parame`tre a` estimer a` partir des donne´es. Dans ce cas, le chiffre indique´ dans la case
valeur correspond a` la vraie valeur du parame`tre (c’est celle qui a servi a` cre´er le jeu
d’observations simule´). Nous avons donc Θvraifonc = (0.095, 2.5, 0.3, 3, 2).
me´thodes particulaires. Pour chacune d’entre elles, une estimation diffe´rente de Θfonc est
obtenue apre`s chaque exe´cution de l’algorithme. Pour tester la variabilite´ des estimations
avec un jeu d’observations y0:Tobs donne´, les algorithmes de filtrage particulaire simple
et convole´ ont e´te´ exe´cute´s 200 fois. Ainsi, 200 vecteurs de parame`tres estime´s ont e´te´
obtenus pour les deux me´thodes. Leur distribution est repre´sente´e par la figure 7.3.
Globalement, les distributions sont centre´es autour des meˆmes valeurs pour chacun
des parame`tres. En revanche, il apparaˆıt clairement que la variabilite´ des estimation est
plus importante pour le filtrage particulaire simple que pour le convole´. Ce dernier est
meˆme relativement pre´cis dans ces estimations. Le tableau 7.2 propose de comparer les
valeurs moyennes obtenues par les trois algorithmes pour le meˆme jeu de donne´es y0:Tobs .
Les trois me´thodes proposent des estimations tre`s proches l’une de l’autre. Notons
tout de meˆme la pre´sence d’un biais concernant l’estimation de µ et de Sp qui est duˆ
au peu de donne´es disponibles (29 vecteurs d’observation uniquement). Les estimations
des puits des organes sont tre`s bonnes (particulie`rement celles du filtre de Kalman). Ce
tableau confirme a` nouveau que la variance des estimations est plus importante pour le
filtre particulaire simple que pour le convole´.
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Fig. 7.2 – Biomasse cre´e´e par photosynthe`se a` chaque cycle de de´veloppement a` partir
du vrai vecteur de parame`tres Θvraifonc : la courbe en trait plein repre´sente la vraie valeur
de la biomasse cre´e´e pour une re´alisation du syste`me dynamique (incluant le bruit de
mode´lisation). Celle en traits pointille´s repre´sente la biomasse obtenue par une e´quation
de photosynthe`se sans bruit.
Parame`tres Vraie valeur Est. FK Est. FP Est. FPC Std FP Std FPC
µ 9.5× 10−2 9.230× 10−2 9.257× 10−2 9.285× 10−2 2.64× 10−3 2.14× 10−3
Sp 2.5 2.5974 2.5921 2.5834 8.56× 10−2 7.08× 10−2
Pp 0.3 0.3000 0.2987 0.2992 6.51× 10−3 4.03× 10−3
Pe1 3 3.0006 2.9949 2.9967 1.59× 10−2 1.18× 10−2
Pe2 2 1.9923 2.0092 1.9974 1.06× 10−2 7.62× 10−3
Tab. 7.2 – Estimation des parame`tres et e´cart-type des estimations. Est. = Estimation.
Std = e´cart-type. FK = Filtre de Kalman sans parfum. FP = Filtre Particulaire. FPC
= Filtre Particulaire Convole´.
Pour comparer la qualite´ des estimations des diffe´rentes me´thodes, nous avons ge´ne´re´
200 jeux de donne´es y
(i)
0:Tobs
, i ∈ {1, . . . , 200}, a` partir du meˆme vecteur de parame`tres
Θvraifonc (voir le tableau 7.1). Pour chacun de ces jeux, les trois algorithmes ont e´te´ exe´cute´s
une seule fois et les vecteurs de parame`tres estime´s recueillis. La valeur moyenne de
chacun des parame`tres estime´s ainsi que leur e´cart-type est regroupe´ dans le tableau
7.3.
Les estimations sont globalement tre`s bonnes. Notons tout de meˆme la pre´sence d’un
biais sur les parame`tres de l’e´quation de production µ et Sp. Le filtre particulaire propose
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Fig. 7.3 – Comparaison des distributions des parame`tres pour les me´thodes de filtrage
particulaire (= FP) et filtrage particulaire convole´ (= FPC). Le trait rouge indique la
me´diane, les bleus indiquent les quartiles et les noirs les valeurs extre`mes. Les croix cor-
respondent aux mesures abe´rantes (outliers). On conside`re qu’une mesure est abe´rante
si elle est situe´e a` plus de 1.5 fois l’e´cart interquartile a` partir des limites de la boˆıte.
Parame`tres Vraie valeur Est. FK Est. FP Est. FPC Std FK Std FP Std FPC
µ 9.5× 10−2 9.436× 10−2 9.456× 10−2 9.434× 10−2 3.59× 10−3 4.39× 10−3 2.96× 10−3
Sp 2.5 2.5292 2.5158 2.5230 1.26× 10−1 1.49× 10−1 9.71× 10−2
Pp 0.3 0.3000 0.2994 0.2997 4.50× 10−4 8.59× 10−3 6.08× 10−3
Pe1 3 3.0003 2.9982 2.9984 2.4× 10−3 2.21× 10−2 1.58× 10−2
Pe2 2 2.0002 1.9983 1.9985 1.35× 10−3 1.49× 10−2 1.09× 10−2
Tab. 7.3 – Estimation moyenne des parame`tres et e´cart-type des estimations pour 200
jeux de donne´es ge´ne´re´s avec le meˆme vecteur de parame`tres Θvraifonc. Est. = Estimation.
Std = e´cart-type. FK = Filtre de Kalman sans parfum. FP = Filtre Particulaire. FPC
= Filtre Particulaire Convole´.
les meilleures estimations de µ et Sp avec le plus petit e´cart-type. Le filtre de Kalman
propose d’excellentes estimations pour les puits avec un e´cart-type tre`s faible. Le filtre
particulaire reste le moins performant des trois sur tous les parame`tres que ce soit au
niveau de l’estimation ou de son e´cart-type. Il est raisonnable d’appliquer une seule fois
les algorithmes pour le FPC a` cause de la faible variabilite´ des estimations ce qui est
moins le cas pour le filtre particulaire. Notons e´galement que les me´thodes sont toutes
tre`s robustes (pour chaque jeu de donne´es y
(i)
0:Tobs
, i ∈ {1, . . . , 200}, les estimations du
vecteur de parame`tres restent tre`s proches de Θvraifonc avec un faible e´cart-type).
Nous pouvons e´galement de´finir un crite`re de performance pour comparer les me´-
thodes (a` premie`re vue, il n’est pas facile de comparer le filtre de Kalman et le filtre
particulaire convole´). Un choix possible est l’e´cart moyen a` la vraie valeur des para-
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me`tres. Pour i ∈ {1, . . . , 200}, notons provisoirement Θˆ(i)m l’estimation obtenue par la
me´thode m a` partir du jeu de donne´es y
(i)
0:Tobs
. Le crite`re de performance Cm associe´ a`







avec ||.|| la norme euclidienne sur RdΘfonc . La meilleure me´thode est donc celle qui
pre´sente le plus petit Cm. Dans le cas ou` les parame`tres ont des ordres de grandeur
diffe´rents, il est pre´fe´rable de travailler avec des donne´es centre´es-re´duites (nous divisons
alors chaque composante du vecteur Θˆ
(i)
m−Θvraifonc dans l’e´quation (7.15) par la composante
de Θvraifonc correspondante). Le crite`re ainsi calcule´ est nomme´ crite`re re´duit et se note
C rm. Le tableau 7.4 donne les crite`res de performance simples et re´duits pour chacune
des me´thodes.
Filtre Kalman Filtre Particulaire Filtre Particulaire Convole´
Crite`re Cm 1.66× 10−2 4.63× 10−2 1.03× 10−2
Crite`re re´duit C rm 8.515 8.540 8.525
Tab. 7.4 – Crite`re de performance standard et re´duit pour chacune des me´thodes.
Le filtre de Kalman apparaˆıt comme le plus performant des trois algorithmes avec
le crite`re re´duit mais pas avec le crite`re standard, le meilleur e´tant dans ce cas le filtre
particulaire convole´. Les diffe´rences sont cependant minimes. Il est tout de meˆme pre´fe´-
rable de travailler avec le crite`re re´duit afin de donner un poids e´quivalent a` chacune des
composantes du vecteur de parame`tres (et ne pas privile´gier les composantes a` valeurs
importantes). Le tableau confirme e´galement les moins bonnes performances du filtre
particulaire simple.
Les trois me´thodes donnent e´galement des re´sultats tre`s bons concernant l’estimation
des e´tats cache´s du syste`me dynamique (c’est-a`-dire la biomasse cre´e´e a` chaque cycle
de croissance dont la valeur est donne´e par l’e´quation de photosynthe`se bruite´e (7.7)).
Ceci est bien mis en e´vidence par la figure 7.4. Il est a` noter que le filtre de Kalman
sans parfum propose une estimation tre`s pre´cise de ces e´tats cache´s (voir la figure 7.5).
.
7.3.3 Convergence et vitesse de convergence
Dans cette section, les questions relatives a` la convergence des algorithmes sont
traite´es : nombre d’ite´rations avant convergence, temps d’exe´cution des algorithmes,
facteurs influenc¸ant la convergence. . . Pour ce faire, les me´thodes ont e´te´ applique´es
sur le cas-test simple pour un meˆme jeu de donne´es. Pour chacune des me´thodes, nous
avons e´galement fait varier le nombre de parame`tres a` estimer pour observer son effet
sur la convergence. Les re´sultats de ces tests sont re´sume´s dans le tableau 7.5.
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Fig. 7.4 – Estimation des e´tats cache´s du cas-test simple. Les courbes originale et UKF
d’une part et FP et CPF d’autre part sont pratiquement confondues. FK = Filtre de
Kalman sans parfum, FP = Filtre Particulaire, FPC = Filtre Particulaire Convole´.
1 parame`tre 3 parame`tres 5 parame`tres
Me´thode utilise´ FK FP FPC FK FP FPC FK FP FPC
Temps d’exe´cution (min) 2.3 1.3 1.5 10.8 11.4 12.2 24.7 25.2 28.2
Nombre d’ite´rations 2180 32 30 6348 53 49 12732 59 56
Nombre de particules / 300 300 / 1500 1500 / 3000 3000
Tab. 7.5 – Comparaison des temps d’exe´cution et du nombre d’ite´rations avant conver-
gence. FK = Filtre de Kalman. FP = Filtre Particulaire. FPC = Filtre Particulaire
Convole´.
N.B. 7.14 Bien que les exemples propose´s ne reposent que sur un seul jeu de donne´es
y0:N , les re´sultats restent vrais de fac¸on ge´ne´rale.
Il est bien entendu e´vident que le nombre d’ite´rations et en conse´quence le temps
d’exe´cution augmentent avec le nombre de parame`tres a` estimer. Nous pouvons remar-
quer que les temps d’exe´cution des trois algorithmes sont sensiblement du meˆme ordre
de grandeur. Le filtre de Kalman est un peu plus lent quand le nombre de parame`tres a`
estimer est plus faible mais devient le plus rapide quand 3 parame`tres ou plus sont a` es-
timer. Notons e´galement que le filtre particulaire simple est un peu plus rapide que dans
sa version convole´e. Cela est duˆ a` la proce´dure de re´e´chantillonnage qui est syste´matique
a` chaque e´tape du filtre convole´.
Un point qui peut surprendre est le nombre d’ite´rations ne´cessaires a` la convergence
du filtre de Kalman. Une ite´ration comple`te du filtre n’apporte en fait qu’une faible
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Fig. 7.5 – Agrandissement du cadre de la figure 7.4. La courbe UKF est encore prati-
quement confondue avec l’originale ce qui montre la pre´cision de l’estimation des e´tats
cache´s. FK = Filtre de Kalman sans parfum, FP = Filtre Particulaire, FPC = Filtre
Particulaire Convole´.
correction au vecteur de parame`tres Θfonc surtout sur les dernie`res ite´rations. En fait,
le filtre aboutit rapidement a` un vecteur de parame`tres estime´ correcte en seulement 10
pourcents des ite´rations. Au-dela`, les corrections apporte´es sont mineures. En re´sume´,
le filtre trouve rapidement un vecteur de parame`tres du bon ordre de grandeur mais
il a besoin de beaucoup d’ite´rations pour affiner le re´sultat. Celui-ci se ratrappe bien
e´videmment par le faible temps d’exe´cution d’une ite´ration comple`te de l’algorithme. Les
me´thodes particulaires ont un comportement inverse. Il faut beaucoup moins d’ite´rations
pour ve´rifier le crite`re de convergence. Le nombre d’ite´rations augmente avec le nombre
de parame`tres a` estimer mais cette augmentation est bien moins importante que dans
le cas du filtre de Kalman. En revanche, le temps d’exe´cution d’une ite´ration augmente
radicalement avec la taille du vecteur de parame`tres Θfonc a` estimer. En effet, le temps
d’exe´cution d’une ite´ration de´pend du nombre de particules utilise´. Plus le nombre de
parame`tres a` estimer est important, plus la taille de l’espace des e´tats augmente´s X a
l’est aussi. Il faut donc beaucoup de particules pour pouvoir l’explorer correctement. Si
le nombre de particules est faible, alors l’espace des parame`tres P est mal explore´. Le
jeu de particules obtenus a` la fin de l’e´tape Tobs n’est pas vraiment repre´sentatif des
diffe´rentes e´volutions possibles du syste`me dynamique ce qui conduit a` une estimation
des parame`tres du mode`le non seulement errone´e mais en plus instable. En effet, un
faible nombre de particules ne permet pas la convergence du filtre. La variabilite´ des
particules est alors telle que l’on obtient une estimation diffe´rente a` chaque ite´ration de
l’algorithme. Il est donc ne´cessaire de prendre un nombre suffisant de particules (voir
la section 7.3.7). D’ailleurs, il s’agit ici d’une des principales limites de ces me´thodes
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particulaires puisque si le nombre de parame`tres a` estimer est tre`s grand, alors il faut une
puissance de calcul et des capacite´s de stockage importantes pour pouvoir les utiliser.
En re´sume´, les trois me´thodes convergent bien si les conditions suivantes sont ve´ri-
fie´es :
– Filtre de Kalman sans parfum : les conditions initiales sont du bon ordre de gran-
deur et les bruits de mode´lisation et de mesure pas trop importants (voir la section
7.3.4) ;
– Me´thodes particulaires : le nombre de particules M doit eˆtre suffisamment impor-
tant.
La vitesse de convergence des algorithmes de´pend fortement du nombre de para-
me`tres a` estimer. Pour un nombre de parame`tres supe´rieur a` 3, le filtre de Kalman
devient vite avantageux. En revanche, toutes ces me´thodes montrent leurs limites si le
nombre de parame`tres devient trop important. De fac¸on ge´ne´rale, il s’agit meˆme d’une
limitation qui est propre aux me´thodes d’infe´rence baye´sienne.
7.3.4 Influence des conditions initiales et des bruits sur l’esti-
mation
Dans les sections 7.3.2 et 7.3.3, nous avons suppose´ connues ou fixe´es la biomasse Q0
contenue dans la graine ainsi que les variances Kn et matrices de covariance Rn, n ∈ N,
associe´es respectivement aux bruits de mode´lisation et aux bruits de mesure. Dans cette
section, nous traitons de leur influence sur l’estimation.
Influence des conditions initiales
Afin de permettre la convergence des algorithmes, il est important d’attribuer aux
vecteurs d’e´tat cache´s initiaux des valeurs correspondant a` l’ordre de grandeur des quan-
tite´s qu’il repre´sente. Dans le cas du filtre de Kalman sans parfum, un choix de xa0 tre`s
e´loigne´ de sa vraie valeur peut aboutir a` une divergence du filtre. En effet, dans ce cas
la`, les observations pre´dites par les e´quations du filtre sont elles aussi tre`s e´loigne´es des
vraies observations du syste`me. Cela engendre une correction du vecteur d’e´tat cache´
tre`s importante pouvant aboutir a` des valeurs ne´gatives pour certains parame`tres qui,
normalement, sont positifs. Ceci est duˆ a` l’hypothe`se gaussienne faite sur la distribution
de Xan conditionnellement a` Y0:n. En effet, cette hypothe`se autorise des valeurs ne´gatives
pour Xan meˆme si celles-ci n’ont aucun sens du point de vue physique pour le syste`me
dynamique ce qui le fait diverger. Pour les me´thodes particulaires, une initialisation
inapproprie´e pointe les particules dans la mauvaise zone de l’espace d’e´tat cache´ X a ce
qui entraˆıne des poids tre`s faibles pour les particules et la divergence des algorithmes.
Concernant le cas-test simple, l’ordre de grandeur des diffe´rents parame`tres est donne´
par le tableau 7.6.
Si la biomasse initiale Q0 n’est pas connue, il est possible de l’estimer en l’incluant
dans le vecteur des parame`tres Θfonc. Il suffit alors de connaˆıtre un ordre de grandeur
raisonnable (par exemple entre 3 et 25 pour le cas-test simple). En utilisant le filtre de
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µ Sp Pp Pe1 Pe2 Q0
Vraie valeur 0.095 2.5 0.3 3 2 10
Ordre de grandeur [0.01; 0.5] [1; 5] [0.1; 1] [1; 10] [1; 10] [3; 25]
Tab. 7.6 – Ordre de grandeur des parame`tres du cas-test simple. Les ordres de grandeur
peuvent eˆtre obtenus en utilisant l’interpre´tation botanique des parame`tres. Il est pos-
sible e´galement d’estimer au pre´alable les parame`tres graˆce a` des estimateurs classiques
comme les moindres carre´s ge´ne´ralise´s ce qui nous donne une ide´e de leur valeur.
Kalman avec 6 parame`tres a` estimer (les 5 initiaux de Θfonc et Q0), Q0 est estime´ a` 9.91
pour le jeu de donne´es ayant servi a` la cre´ation du tableau 7.5 (contre 10 pour le vrai
Q0). Ce le´ger biais est duˆ encore une fois au faible nombre de vecteurs d’observation.
Influence des bruits de mode´lisation et de mesure
Les bruits de mode´lisation et de mesure influencent peu l’estimation des parame`tres
du mode`le. Dans le cas des me´thodes particulaires, des bruits trop grands engendreraient
une variance importante au niveau des particules et donc une variance importante pour
l’estimation de Θfonc ce qui peut nuire a` la convergence des algorithmes. En revanche,
des bruits trop faibles diminueraient conside´rablement la vitesse de convergence. Il vaut
donc tout de meˆme mieux privile´gier des petits bruits. Les estimations obtenues sont
tre`s proches quelque soit la valeur accorde´e aux bruits en restant dans une gamme rai-
sonnable (valeurs diagonales des matrices de covariance infe´rieures a` 10−2). Concernant
le filtre de Kalman sans parfum, le choix des bruits influencent peu l’estimation des
parame`tres (voir le tableau 7.7).
Parame`tres Vraie valeur Estimation avec
Kn = 6.25 × 10−4 et
σo = 2.5× 10−2
Estimation avec
Kn = 10
−2 et σo =
10−1
µ 9.5× 10−2 9.230× 10−2 9.102× 10−2
Sp 2.5 2.5971 2.6542
Pp 0.3 0.3001 0.3004
Pe1 3 3.0006 3.0051
Pe2 2 1.9992 2.0020
Tab. 7.7 – Influence des bruits de mode´lisation et de mesure sur l’estimation du filtre
de Kalman sans parfum.
Cependant, si les bruits sont trop grands, le filtre peut diverger. En effet, l’hypo-
the`se consistant a` approcher pˆ(xan|y0:n) par une loi normale n’est plus raisonnable et les
e´quations du filtre ne sont plus valables. Il est donc pre´fe´rable e´galement d’utiliser des
petites valeurs de bruit meˆme si la convergence est plus longue a` obtenir. C’est pour ces
raisons que les e´le´ments diagonaux de la matrice de covariance Ln associe´e au vecteur
gaussien Un (voir l’e´quation d’e´volution (7.13) associe´e a` Θfonc) sont choisis e´gaux a`
10−4. Il en est de meˆme pour la matrice B correspondant au bruit des parame`tres dans
l’initialisation de Σx0 pour le filtre de Kalman sans parfum.
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N.B. 7.15 Rappelons que nous ne nous inte´ressons ici qu’a` l’estimation du vecteur
de parame`tres Θfonc. Le choix des bruits de mode´lisation et de mesure a bien entendu
une grande influence concernant l’estimation de la densite´ a posteriori des parame`tres.
Cependant, il est bon de noter que, sous certaines conditions, l’estimation du vecteur
d’e´tat cache´ xan, n ∈ {0, . . . , Tobs}, n’est pas trop influence´e par le choix des bruits. Ceci
nous permettra de proposer une proce´dure d’estimation des bruits dans la section 7.4 et
d’en de´duire la distribution a posteriori du vecteur de parame`tres Θfonc par bootstrap
parame´trique.
7.3.5 Comportement avec des temps d’activite´ et d’expansion
quelconques
Le comportement des trois me´thodes est e´tudie´ lorsque les temps d’activite´ et d’ex-
pansion ne sont plus e´gaux a` 1. Le cas-test choisi est celui de la betterave. La description
du mode`le ainsi que les re´sultats de l’estimation sont pre´sente´s dans la section 7.5. Pour
ce cas-test, nous avons travaille´ avec des donne´es re´elles et non simule´es. Nous ne don-
nons ici que les principaux re´sultats.
En ce qui concerne la betterave, les temps d’expansion et d’activite´ sont e´leve´s.
La non-line´arite´ du syste`me est plus importante. Le filtre de Kalman devient donc
inutilisable car divergent. Etant donne´ que la me´thode de filtrage particulaire simple est
plus instable que sa version convole´e, seule cette dernie`re a e´te´ applique´e. Les estimations
obtenues sont moins stables que pour le cas-test simple (voir la section 7.3.2). Ceci
est duˆ au nombre de particules limite´ que nous avons pu utiliser. Nous n’avons pu
prendre que 8000 particules (ce qui correspondait a` la limite de la me´moire accorde´e
par Matlab 7.9.0 (R2009b)) alors que 12000 auraient e´te´ plus approprie´es. En effet,
comme les temps d’expansion sont e´leve´s, il est ne´cessaire de simuler des trajectoires
sur un nombre important de cycles avant de pouvoir utiliser la premie`re observation du
syste`me. Les particules « voyagent » donc dans l’espace des e´tats sans guidage pendant
plusieurs e´tapes de suite. Ceci entraˆıne une mauvaise exploration de l’espace en question
si le nombre de particules est insuffisant. L’algorithme s’initialise donc tre`s mal ce qui
explique le manque de stabilite´ des re´sultats.
Les valeurs des parame`tres estime´s restent bonnes au vu des donne´es re´elles. Le temps
d’exe´cution du filtre est de deux jours en moyenne sur un ordinateur standard et une
soixantaine d’ite´rations comple`tes sont ne´cessaires pour ve´rifier le crite`re de convergence.
Il apparaˆıt donc clairement que la complexite´ du syste`me dynamique augmente de fac¸on
drastique les temps d’exe´cution et nombres d’ite´rations.
7.3.6 Cas ou` l’e´volution de la structure est stochastique
Nous reprenons le cas-test simple de la section 7.3.1 mais cette fois en conside´rant
un mode`le de de´veloppement S stochastique :
– un bourgeon de CP 1 meurt avec une probabilite´ 1 − ps(1) ou bien il produit un
phytome`re de CP 1 portant un bourgeon apical de CP 1, un bourgeon late´ral de
CP 2 et une feuille avec une probabilite´ ps(1).
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– un bourgeon de CP 2 produit toujours un phytome`re de CP 2 portant un bourgeon
apical de CP 2 et une feuille.
Les re`gles de production de S sont donne´es par la figure 7.6.
Fig. 7.6 – Re`gles de production associe´es au cas-test stochastique. CP = Classe Phy-
siologique.
Les parame`tres du mode`le sont toujours donne´s par le tableau 7.1 et le vecteur Θfonc
par :
Θfonc = (µ, Sp, Pp, Pe1 , Pe2) .
Si l’e´volution de la structure de la plante donne´e par {Nn}n≥0 est de´terministe, alors
les me´thodes de filtrage de kalman sans parfum, de filtrage particulaire simple et convole´
peuvent eˆtre utilise´es pour l’estimation du vecteur de parame`tres Θfonc. Dans cette sec-
tion, nous supposons que cette e´volution est stochastique. Le mode`le de croissanceM est
alors un mode`le a` saut de Markov, cf the´ore`me 7.1.2. Les me´thodes de filtre particulaire
simple, convole´ et Rao-Blackwellise´ peuvent donc eˆtre employe´es. Le filtre de Kalman ne
peut eˆtre conside´re´ car l’approximation de la loi de (Xan, Cn) conditionnellement a` Y0:n
par une gaussienne n’est pas raisonnable (le processus {Cn}n≥0 a la meˆme dynamique
d’e´volution que {Nn}n≥0 qui est un processus de branchement multitype). Etant donne´
que le filtre particulaire simple est moins stable que son homologue convole´ (cf section
7.3.2), il ne sera pas utilise´ ici. L’e´tude comple`te de ce cas-test ne sera pas de´taille´e
car les re´sultats qui en de´coulent pre´sentent de nombreuses similitudes avec ceux du
cas-test simple. Nous ne conside`rerons que la situation ou` 5 parame`tres sont a` estimer
(contrairement aux re´sultats pre´sente´s dans le tableau 7.8). A titre de comparaison, les
re´sultats obtenus avec le filtre particulaire convole´ pour le cas-test simple sont rappele´s.
Globalement, les estimations des parame`tres sont le´ge`rement moins bonnes que pour
le cas-test simple ce qui est normal car le syste`me dynamique est plus complexe. En
particulier, les parame`tres µ et Sp sont moins bien estime´s (surtout pour le filtre Rao-
Blackwellise´). L’estimation des puits restent tout de meˆme tre`s convenable. Les temps
d’exe´cution et le nombre d’ite´rations avant convergence sont bien plus e´leve´s que ceux
du cas-test simple. En effet, la suite {Nn}n≥0 est traite´e cette fois comme un processus
ale´atoire ce qui rajoute une grande variabilite´ au niveau des estimations. La convergence
est donc plus difficile a` obtenir. Une diffe´rence notable entre le filtre convole´ et le Rao-
Blackwellise´ est le nombre de particules employe´. Dans le cas du convole´, il faut 6000
particules pour avoir la convergence du filtre ce qui est deux fois plus que pour le cas-test





µ 9.5× 10−2 9.434× 10−2 9.048× 10−2 8.998× 10−2
Sp 2.5 2.523 2.660 2.748
Pp 0.3 0.2997 0.2971 0.2988
Pe1 3 2.9984 2.8981 3.0273
Pe2 2 1.9985 1.8962 2.0401
Temps d’exe´cution (min) / ≈ 30 74.2 243.8
Nombre d’ite´rations / ≈ 60 71 610
Nombre de particules / 3000 6000 300
Tab. 7.8 – Re´sultats du cas-test de la section 7.3.6. Pour le FPC cas-test simple, les
temps d’exe´cution et nombre d’ite´rations sont des valeurs moyennes. FPC = Filtre
Particulaire Convole´. FPRB = Filtre Particulaire Rao-Blackwellise´.
simple. Ceci s’explique par l’augmentation de la taille de l’espace des e´tats (X a pour le
cas-test simple contre X a×C pour le cas-test de cette section). Il est donc normal que le
temps d’exe´cution augmente. En ce qui concerne le filtre de Rao-Blackwell, il ne faut que
300 particules car celles-ci ne parcourent uniquement que l’espace C et non X a×C (voir la
description de la me´thode dans la section 6.3.4). Paradoxalement, le temps d’exe´cution
est bien plus important (un peu plus de trois fois supe´rieur). Ceci peut s’expliquer par
le fait que l’e´tat cache´ xan des particules e´volue avec un pas de filtre de Kalman sans
parfum a` chaque e´tape de la me´thode. Or la correction apporte´e avec un pas de filtre
de Kalman reste faible (surtout lors des dernie`res ite´rations de l’algorithme). Il faut
donc un grand nombre d’ite´rations comple`tes avant de ve´rifier le crite`re de convergence.
Le filtre de Rao-Blackwell combine ainsi les de´fauts des me´thodes particulaires (chaque
e´tape de l’algorithme doit eˆtre re´pe´te´e autant de fois qu’il y a de particules) et ceux du
filtre de Kalman (la correction apporte´e lors d’une e´tape est faible ; un grand nombre
d’ite´rations est ne´cessaire pour avoir la convergence). Le filtre particulaire convole´ est
donc beaucoup moins gourmand en temps de calcul.
Les deux me´thodes permettent de bien retrouver les e´tats cache´s du syste`me (en
particulier la vraie biomasse produite a` chaque cycle de de´veloppement, voir figure 7.7).
7.3.7 Bilan des me´thodes
Cette section synthe´tise les re´sultats obtenus dans toute la section 7.3. En particulier
des conseils sont donne´s quant au choix des me´thodes a` employer dans une situation
pre´cise.
Bilan quand l’e´volution de la structure est de´terministe
Les performances des me´thodes de filtrage de Kalman sans parfum, de filtrage par-
ticulaire simple et convole´ sont re´sume´es dans le tableau 7.9.
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Fig. 7.7 – Estimation de la biomasse produite a` chaque cycle de de´veloppement. Le
filtre particulaire Rao-Blackwellise´ propose une estimation un peu meilleure. FPC =
Filtre Particulaire Convole´. FPRB = Filtre Particulaire de Rao-Blackwell.
FK FP FPC
Estimation des parame`tres ++ ++ ++
Estimation des e´tats cache´s ++ + +
Convergence ++ + +
Stabilite´ de l’estimation ++ . +
Vitesse de convergence ++ + .
Robustesse ++ + +
Adaptativite´ au mode`le - + ++
Facilite´ d’imple´mentation . + ++
Stabilite´ nume´rique - + +
Tab. 7.9 – Bilan des me´thodes pour le cas-test simple : ++ = tre`s bon ; + = bon ;
. = moyen ; - = mauvais ; - - = tre`s mauvais. FK = Filtre de Kalman. FP = Filtre
Particulaire. FPC = Filtre Particulaire Convole´.
Le filtre de Kalman propose de fac¸on ge´ne´rale une meilleure estimation que ce soit
au niveau des parame`tres ou au niveau de la biomasse produite a` chaque cycle de
de´veloppement. Il est e´galement le plus rapide a` converger et propose une estimation
stable a` chaque exe´cution comple`te de l’algorithme puisque celui-ci est de´terministe (ce
qui n’est pas le cas pour les me´thodes particulaires). En revanche, le filtre de Kalman
trouve ses limites quand les temps d’expansion ou d’activite´ sont e´leve´s ou si la structure
de la plante est tre`s ramifie´e. En effet, dans ce cas, la non-line´arite´ du syste`me dynamique
164 Chapitre 7. Estimation des parame`tres lie´s au fonctionnement
augmente et les e´quations du filtre ne sont plus valables. Les me´thodes particulaires
proposent des estimations qui sont tout de meˆme bonnes et convergent plus lentement
si le nombre de parame`tres a` estimer est e´leve´. Le filtre convole´ est a` privile´gier au filtre
particulaire simple car plus stable au niveau de ses estimations. Le filtre convole´ peut
e´galement s’adapter a` toute sorte de mode`le car les hypothe`ses ne´cessaires a` sa mise en
place sont plus souples et il ne requiert aucun calcul complexe de densite´.
En re´sume´, le filtre de Kalman est a` privile´gier pour des syste`mes dynamiques fai-
blement non-line´aires (temps d’expansion et d’activite´ infe´rieurs ou e´gaux a` 2 et struc-
ture de plante peu ramifie´e) car il propose une tre`s bonne estimation, converge bien et
rapidement. Si le syste`me dynamique est plus complexe, il convient alors d’utiliser le
filtre particulaire convole´ qui posse`de une grande capacite´ d’adaptation. Il est e´galement
stable avec de bonnes estimations.
N.B. 7.16 Le filtre de Kalman sans parfum est plus difficile a` imple´menter que les
me´thodes particulaires. En effet, les formules du filtre sont assez fastidieuses a` e´crire et
peuvent eˆtre sources d’erreurs. En outre, la proce´dure de transformation sans parfum
fait appel a` une de´composition de Choleski qui peut s’ave´rer nume´riquement instable si
les matrices en jeu sont mal conditionne´es.
Bilan quand l’e´volution de la structure est stochastique
Les performances des me´thodes de filtrage particulaire convole´ et Rao-Blackwellise´
sont re´sume´es dans le tableau 7.10.
FPC FPRB
Estimation des parame`tres + +
Estimation des e´tats cache´s . .
Convergence . -
Stabilite´ de l’estimation . -
Vitesse de convergence - - -
Robustesse + +
Adaptativite´ au mode`le ++ .
Facilite´ d’imple´mentation ++ .
Stabilite´ nume´rique ++ .
Tab. 7.10 – Bilan des me´thodes pour le cas-test de la section 7.3.6 : ++ = tre`s bon ; +
= bon ; . = moyen ; - = mauvais ; - - = tre`s mauvais. FPC = Filtre Particulaire Convole´.
FPRB = Filtre Particulaire de Rao-Blackwell.
Le filtre particulaire convole´ propose une estimation des parame`tres un peu meilleure.
Par contre, il converge beaucoup plus rapidement que le filtre Rao-Blackwellise´. Il est
de plus facilement adaptable a` toute sorte de mode`les qu’ils soient complexes ou non. Il
est donc a` privile´gier.
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Quelques remarques
• Filtrage et lissage : la plante e´tant mesure´e a` un cycle Tobs donne´, nous diposons
de toutes les donne´es y0:Tobs de`s le de´part. Dans cette situation, les me´thodes de lissage
sont a` privile´gier pour l’estimation des parame`tres du mode`le. Cependant, nous avons
choisi de travailler avec des me´thodes de filtrage. En effet, une ite´ration comple`te d’une
me´thode de lissage dure approximativement deux fois plus longtemps que celle d’une
me´thode de filtrage du meˆme type (par exemple filtre de Kalman et lisseur de Kalman).
L’estimation fournie par la me´thode de lissage est certes meilleure que celle fournie par
une me´thode de filtrage apre`s une ite´ration mais ce n’est plus le cas si l’on compare une
ite´ration de lissage avec deux ite´rations successives de filtrage. Ainsi le ratio qualite´ de
l’estimation sur temps d’exe´cution est plus en faveur des me´thodes de filtrage que de
lissage dans cette the`se.
N.B. 7.17 Le lissage est a` privile´gier en ge´ne´ral car il utilise toute l’information y0:Tobs
a` chaque e´tape de l’algorithme. Cependant, dans cette the`se, les algorithmes sont re´pe´te´s
de nombreuses fois a` la suite, chacune des nouvelles ite´rations reprenant le vecteur de
parame`tres re´sultant de l’ite´ration pre´ce´dente. En faisant ainsi, les me´thodes de filtrage
utilisent e´galement toute l’information y0:Tobs mais en de´cale´ d’une ite´ration a` l’autre.
• Calibrage des « autres » parame`tres du mode`le : Certains parame`tres fixe´s
intervenant dans les algorithmes (par exemple, le nombre de particules M ne´cessaire
pour permettre a` l’estimateur de converger) peuvent varier suivant les mode`les e´tudie´s.
Lorsque l’on travaille avec des donne´es simule´es selon un mode`le de plante pre´cis, ces
parame`tres sont de´termine´s par la pratique (on connaˆıt alors la vraie valeur du jeu Θfonc,
il suffit d’ajuster les parame`tres fixe´s pour retrouver cette valeur par les me´thodes d’es-
timation). Dans le cas de donne´es obtenues a` partir de plantes re´elles, cette de´marche
ne peut plus eˆtre applique´e puisque l’on ne connaˆıt pas a priori Θfonc. Pour contourner
ce proble`me, il suffit d’ajuster les parame`tres fixe´s a` partir de donne´es simule´es cor-
respondant a` un mode`le de plante e´quivalent (il faut choisir un mode`le de plante avec
les meˆmes temps d’expansion et d’activite´, les meˆmes re`gles de production et le meˆme
nombre de parame`tres dans Θfonc). Les parame`tres ainsi calibre´s sont bien adapte´s pour
traiter les vraies donne´es.
7.4 Estimation des bruits et distribution des para-
me`tres
Dans cette section, nous proposons tout d’abord des estimateurs pour les variances
Kn et matrices de covariance Rn, n ∈ N, associe´es respectivement aux bruits de mode´-
lisation et aux bruits de mesure (section 7.4.1). Les estimateurs sont obtenus a` partir
de l’estimation des e´tats cache´s augmente´s du syste`me dynamique. Il est a` noter que
cette proce´dure n’est possible que parce que l’estimation de ces e´tats ne de´pend pas du
choix des bruits pourvu que ceux-ci ve´rifient certaines conditions (voir la section 7.3.4).
Le deuxie`me point de cette section est la mise en place d’une proce´dure pour obtenir la
distribution a posteriori du vecteur de parame`tres θfonc (section 7.4.2). Cette technique
repose sur l’utilisation du bootstrap parame´trique (voir Bradley and Tibshirani (1994)).
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Pour toute la section, nous supposons que les bruits de mode´lisation {ωn, }n≥0 sont
des copies inde´pendantes d’une meˆme variable ale´atoire ω centre´e et de variance K.
Nous avons donc :
∀n ≥ 0, Kn = Kn+1 = K.
7.4.1 Estimation des bruits de mode´lisation et de mesure
Une me´thode d’estimation des variances K et σ2o est propose´e dans cette section
dans le cas ou` l’e´volution de la structure {Nn}n≥0 est de´terministe. A titre de rappel,
K est associe´ au bruit de mode´lisation ωn dans l’e´quation de production (7.7) :
Qn = Φn(Q(n−Tact)+ , . . . , Qn−1, N0→n, En,Θfonc)(1 + ωn), n ≥ 1.
La variance σ2o est associe´e a` l’erreur de mesure 
o
n(i) de la masse d’un organe de type






n(i), i = 1, . . . ,N
o
n .
Nous supposons que les e´tats cache´s du syste`me dynamique ont e´te´ estime´s par une des
quatre me´thodes d’infe´rence baye´sienne a` partir d’un ensemble de donne´es y0:N . Graˆce
a` ces estimations, nous en de´duisons :
– l’estimation Θˆfonc du vecteur de parame`tres Θfonc ;
– l’estimation Qˆn des quantite´s de biomasse Qn cre´e´es au cycle de de´veloppement
n ∈ {0, . . . , Tobs}.
L’estimateur KˆTobs de K est alors de´fini de la fac¸on suivante :







Qˆn − Φn(Qˆ(n−Tact)+ , . . . , Qˆn−1, N0→n, En, Θˆfonc)
Φn(Qˆ(n−Tact)+ , . . . , Qˆn−1, N0→n, En, Θˆfonc)
)2
La terme (Qˆn−Φn(Qˆ(n−Tact)+ , . . . , Qˆn−1, N0→n, En, Θˆfonc))/Qˆn peut s’interpre´ter comme
une re´alisation de la variable ale´atoire centre´e ω. L’estimateur fourni par la de´finition
7.4.1 est bien alors un estimateur de la variance de ω c’est-a`-dire de K. De fac¸on ana-
logue, nous donnons un estimateur σˆoTobs pour l’e´cart-type σ
o associe´ a` la mesure de la
masse d’un organe de type o ∈ O :
De´finition 7.4.2 (Estimateur de σo) L’estimateur σˆoTobs de σ














avec N on le nombre d’organes de type o cre´e´s au cycle n et (yn)o =M
o
Tobs+1,Tobs+1−n leur
masse moyenne (cf section 7.1.1).
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Il est alors facile d’en de´duire un estimateur Rˆn de la matrice de covariance Rn associe´e
a` Yn :
De´finition 7.4.3 (Estimateur de Rn) L’estimateur Rˆn de Rn est donne´ par la ma-
trice diagonale dont les e´le´ments diagonaux sont les composantes du vecteur (. . . , (σˆoTobs)
2/N on , . . .)o∈O.
N.B. 7.18 L’e´tude the´orique de ces estimateurs n’est pas faite dans cette the`se.
7.4.2 Distribution a posteriori des parame`tres
Un fois que les matrices de covariance associe´es aux bruits de mode´lisation et de
mesure sont connues (qu’elles soient fixe´es ou estime´es), il est possible de de´terminer
la distribution a posteriori du vecteur de parame`tres Θfonc en utilisant une proce´dure
de bootstrap parame´trique. Nous pouvons alors en de´duire un intervalle de confiance
pour chacun des parame`tres estime´s. Supposons dans un premier temps que les bruits
de mode´lisation et de mesure sont inconnus et que l’on cherche a` les estimer en priorite´.
La proce´dure est alors la suivante :
1. Re´colter un jeu de donne´es y0:Tobs .
2. Estimer les vecteurs d’e´tats cache´s xan en choisissant K < 10
−2 et Rn une matrice
diagonale dont les e´le´ments diagonaux sont infe´rieurs a` 10−2. On obtient alors une
estimation de la biomasse cre´e´e a` chaque cycle de de´veloppement donne´e par Qˆn,
n ∈ {0, . . . , Tobs}, et une estimation du vecteur de parame`tres Θˆfonc.
3. Calculer les estimations des variances des bruits de mode´lisation et de mesure
donne´es par Kˆ et Rˆn.
4. Ge´ne´rer un ensemble de donne´es fictives y
(i)
0:Tobs
avec i ∈ {1, . . . , 200} a` partir des
bruits estime´s Kˆ et Rˆn.




, i ∈ {1, . . . , 200}, en attribuant aux bruits la valeur donne´e par les estima-
tions Kˆ et Rˆn. Le re´sultat est note´ Θˆ
(i)
fonc.
6. De´terminer la distribution expe´rimentale de l’ensemble {Θˆ(i)fonc, i = 1, . . . , 200} et
les intervalles de confiance associe´s a` chacun des parame`tres.
Rappelons une nouvelle fois que, dans les e´tapes 2 et 5 de la proce´dure de´crite ci-
dessus, l’estimation des e´tats cache´s augmente´s de´pend peu des bruits pourvu qu’ils
ve´rifient la condition qu’on leur impose (cf section 7.3.4). En particulier, le fait que l’on
impose une forme particulie`re a` la matrice de covariance Ln associe´e au vecteur gaussien
Un (voir l’e´quation d’e´volution (7.13) associe´e a` Θfonc) n’influence en rien la me´thode
ci-dessus. En effet, nous n’avons besoin de Ln que pour l’estimation des parame`tres
et non pour ge´ne´rer les nouvelles donne´es de l’e´tape 4 (ce sont ces nouvelles donne´es
qui vont permettre d’obtenir la distribution a posteriori). Dans le cas ou` les bruits de
mode´lisation et de mesure sont fixe´s, la proce´dure associe´e est la meˆme que ci-dessus en
ne conservant que les e´tapes 4 a` 6 et en ge´ne´rant les donne´es fictives a` partir des valeurs
fixe´es des matrices de covariance.
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Nous avons applique´ cette me´thode au cas-test 1 pour le filtre de Kalman sans
parfum, le filtre particulaire et le filtre particulaire convole´. Les estimations des bruits
de mode´lisation et de mesure pour chacune des me´thodes sont donne´es dans le tableau
7.11.
Vraie valeur FK FP FPC
K 6.25× 10−4 6.453× 10−4 3.257× 10−3 3.039× 10−3
σo 2.5× 10−2 2.976× 10−2 4.781× 10−2 4.491× 10−2
Tab. 7.11 – Estimation des bruits de mode´lisation et de mesure pour un jeu de donne´es
du cas-test simple. FK = Filtre de Kalman. FP = Filtre Particulaire. FPC = Filtre
Particulaire Convole´.
Les distributions a posteriori empiriques sont donne´es par la figure 7.8 et les inter-
valles de confiance par le tableau 7.12.
Fig. 7.8 – Histogrammes des distributions a posteriori du vecteur de parame`tres Θfonc
pour chacune des trois me´thodes.
Ces re´sultats nous confirment a` nouveau que les estimations des parame`tres µ et Sp
sont plus pre´cises avec le filtre particulaire convole´. Le filtre de Kalman est plus pre´cis
pour l’estimation des puits. Notons de fac¸on ge´ne´rale que la variance des estimations
est toujours plus importante pour µ et Sp que pour les puits. Ces deux parame`tres sont
plus difficiles a` estimer.
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FK FP FPC
µ [8.96× 10−2 ;10.17× 10−2] [8.78× 10−2 ;10.33× 10−2] [8.96× 10−2 ;9.91× 10−2]
Sp [2.28 ;2.71] [2.22 ;2.73] [2.35 ;2.68]
Pp [0.299 ;0.300] [0.284 ;0.314] [0.289 ;0.310]
Pe1 [2.99 ;3.00] [2.96 ;3.03] [2.97 ;3.02]
Pe2 [1.99 ;2.00] [1.97 ;2.02] [1.98 ;2.02]
Tab. 7.12 – Intervalle de confiance a` 95% pour les distributions de la figure 7.8. FK =
Filtre de Kalman. FP = Filtre Particulaire. FPC = Filtre Particulaire Convole´.
N.B. 7.19 Pour les me´thodes de filtrage simple et convole´, il est possible d’avoir la
distribution a posteriori du vecteur de parame`tres Θfonc en utilisant le poids des parti-
cules. Pour ce faire, il faut reprendre les trois premie`res e´tapes de la me´thode pre´ce´dente.
Ensuite, il faut a` nouveau appliquer le filtre pour l’estimation des e´tats cache´s augmen-
te´s en utilisant le meˆme jeu de donne´es y0:N . Les poids finaux des particules associe´s
a` la valeur des e´tats cache´s augmente´s correspondants ciblent bien la distribution a
posteriori de Θfonc.
7.5 Application a` la betterave sucrie`re
Nous appliquons les me´thodes d’infe´rence baye´sienne pour l’estimation du vecteur de
parame`tres Θfonc associe´ a` un mode`le de croissance de la betterave sucrie`re. Le vecteur
des observations y0:N est construit a` partir de vraies donne´es botaniques transmises par
l’ITB1 (= Institut Technique de la Betterave). Le mode`le de croissance de plante utilise´
est GreenLab 1 (voir la description comple`te dans Lemaire et al. (2008) et Lemaire
(2010)). Trois types d’organes sont pris en compte : la racine, les pe´tioles et les limbes.
Le mode`le de de´veloppement est de´crit de la fac¸on suivante :
– Au cycle 0, la germination de la graine donne une racine avec une feuille ;
– Une nouvelle feuille apparaˆıt a` chaque cycle de de´veloppement.
La figure 7.9 donne un exemple de betterave produit par le mode`le GreenLab 1.
Fig. 7.9 – Betterave simule´e par le mode`le de croissance GreenLab 1, cf Lemaire (2010).
L’ensemble O associe´ aux organes est donne´ par :
O = {r, l, p}.
Les donne´es utilise´es pour l’estimation correspondent a` des valeurs moyennes sur une
dizaine de plantes. Le temps d’observation vaut Tobs = 51. La racine est en expansion
1http ://www.itbfr.org/
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permanente durant la croissance de la betterave (son temps d’expansion est choisi e´gal
a` 130). Les temps d’expansion des limbes et pe´tioles sont supe´rieurs a` 1 et de´pendent
du rang d’insertion des feuilles sur la betterave (voir la figure 7.10). Soit alors T o,nexp, pour
o ∈ {l, p} et n ∈ {1, . . . , Tobs}, le temps d’expansion d’un organe o place´ au rang n et
T oexp le maximum de ces temps d’expansion pour un organe o donne´ :
T oexp = max{T o,nexp, n = 1, . . . , Tobs}.
Les temps d’activite´ des feuilles varient e´galement en fonction de leur rang sur la plante
(cf figure 7.10). Notons T nact le temps d’activite´ d’une feuille place´e au rang n.
Fig. 7.10 – Temps d’expansion et d’activite´ des feuilles en fonction de leur rang d’in-
sertion sur la betterave.
L’e´quation de photosynthe`se est donne´e par l’e´quation (2.11) du chapitre 2 :


























, k ∈ {0, . . . , T o,nexp−1}.
L’ensemble des parame`tres du mode`le est donc donne´ par le tableau 7.13. Les valeurs
environnementales PARn sont donne´es par la figure 7.11.
Le vecteur de parame`tres Θfonc est le suivant :
Θfonc = (RUE, Sp, Pp, βl, βp).
7.5. Application a` la betterave sucrie`re 171
Parame`tres Description Valeur Nature Unite´
Parn Facteur environnement au
cycle n
. Mesure´ J.m−2
Kn Variance du bruit de mode´lisa-
tion
6.25× 10−4 Fixe´ Sans Unite´
σo Ecart type du bruit de mesure 2.5× 10−2 Fixe´ g
RUE Radiation Use Efficiency [0.01; 0.25] Estime´ g.J−1
Sp Surface foliaire spe´cifique [0.001; 0.05] Estime´ m
2
kb Coefficient d’extinction de la
loi de Beer-Lambert
0.7 Fixe´ Sans Unite´
Pl Force de puits d’un limbe 1 Fixe´ Sans Unite´
αl Coefficient de la loi beˆta 2.81 Fixe´ Sans Unite´
βl Coefficient de la loi beˆta [1; 20] Estime´ Sans Unite´
Pp Force de puits d’un pe´tiole [0.5; 10] Estime´ Sans Unite´
αp Coefficient de la loi beˆta 3.64 Fixe´ Sans Unite´
βp Coefficient de la loi beˆta [1; 20] Estime´ Sans Unite´
Pr Force de puits de la racine 600 Fixe´ Sans Unite´
αr Coefficient de la loi beˆta 6.16 Fixe´ Sans Unite´
βr Coefficient de la loi beˆta 5.57 Fixe´ Sans Unite´
e Masse surfacique d’une feuille 83 Mesure´ g.m−2
Q0 Biomasse contenue dans la
graine
0.003 Mesure´ g
Tab. 7.13 – Valeurs des parame`tres pour le mode`le de betterave. Le parame`tre Sp rend
compte de l’effet compe´tition. «Mesure´ » signifie que le parame`tre est mesure´ directe-
ment a` partir de donne´es botaniques. « Fixe´ » signifie que la valeur des parame`tres a
e´te´ fixe´e. Enfin, « Estime´ » signifie qu’il s’agit d’un parame`tre a` estimer a` partir des
donne´es. Dans ce cas, l’intervalle indique´ dans la case valeur correspond a` l’ordre de
grandeur du parame`tre (qui a servi a` l’initialisation de l’algorithme).
Ce vecteur peut eˆtre estime´ a priori par le filtre de Kalman sans parfum, le filtre
particulaire simple et convole´ car l’e´volution de la structure {Nn}n≥0 est de´terministe.
Etant donne´ que les temps d’expansion et d’activite´ sont tre`s supe´rieurs a` 1, la non-
line´arite´ du syste`me devient plus importante, en particulier lors des premiers stades
de croissance. Il n’est donc plus possible d’appliquer le filtre de Kalman car celui-ci
diverge. Le filtre particulaire convole´ sera pre´fe´re´ a` la version simple car plus stable.
C’est donc le filtre convole´ qui est utilise´ pour l’estimation. Les re´sultats sont donne´s
dans le tableau 7.14. Etant donne´ le temps d’exe´cution important du filtre (plus de
deux jours par exe´cution sur un ordinateur standard), seulement quatre vecteurs de
parame`tres Θfonc ont pu eˆtre estime´s. Nous pouvons remarquer que les estimations sont
moins stables surtout pour les parame`tres β des puits. Ceci est duˆ a` un nombre de
particules employe´ trop faible par rapport a` la complexite´ du syste`me. En effet, nous
n’avons pu utiliser que 8000 particules (ce qui correspondait a` la limite de la me´moire
accorde´e par Matlab 7.9.0 (R2009b)) alors que 12000 auraient e´te´ plus approprie´es.
Afin de tester l’ade´quation des parame`tres avec les vraies donne´es botaniques, nous
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Fig. 7.11 – Valeur du PARn en fonction du cycle de de´veloppement.
avons simule´ la croissance d’une betterave (sans bruit de mode´lisation ni de mesure) en
utilisant la moyenne des parame`tres estime´s du tableau 7.14 et releve´ le poids des organes
ainsi obtenus. La comparaison entre valeurs simule´es et valeurs re´elles est donne´e par
la figure 7.12. Les re´sultats sont plutoˆt concluants surtout pour les limbes. Ils sont un
peu moins bons pour les pe´tioles mais restent dans le meˆme ordre de grandeur. Quant
au poids de la racine, la valeur simule´e est de 113 g contre 220 g dans la re´alite´. Un tel
e´cart peut s’expliquer par l’e´quation de photosynthe`se employe´e qui n’est peut eˆtre pas
optimale.
N.B. : En raison du manque de temps, nous n’avons pas fait l’estimation de la
distribution a posteriori des parame`tres.
RUE Sp Pp βl βp
Re´sultat 1 0.3714 7.231× 10−3 0.9814 6.6892 15.8227
Re´sultat 2 0.3784 8.211× 10−3 0.9836 8.0781 17.5643
Re´sultat 3 0.3698 7.988× 10−3 0.9823 8.1231 17.4328
Re´sultat 4 0.3778 7.047× 10−3 0.9833 7.3050 18.8205
Tab. 7.14 – Estimation des parame`tres du vecteur Θfonc en exe´cutant 4 fois l’algorithme
complet jusqu’a` convergence.
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Fig. 7.12 – Comparaison des poids des pe´tioles et des limbes. Chaque graphique compare
les poids obtenus avec les parame`tres moyens estime´s et les vraies donne´es.




Tout au long du manuscrit, nous avons tente´ de re´pondre aux proble´matiques e´non-
ce´es dans l’introduction a` savoir :
– l’analyse et la comparaison des diffe´rentes repre´sentations de l’organogene`se ;
– l’e´tude de motifs dans la structure de la plante ;
– l’utilisation de la combinatoire concernant l’e´tude des structures de plante ;
– l’estimation des parame`tres pour des mode`les de croissance de plantes avec de´ve-
loppement stochastique.
L’un des principaux apports de la the`se est un effort de ge´ne´ralisation des re´sul-
tats concernant l’e´tude du de´veloppement stochastique de la plante et l’estimation des
parame`tres lie´s au fonctionnement. En effet, les diffe´rents travaux n’ont pas pour cible
un mode`le de croissance particulier mais une classe de mode`les structure-fonction re-
pre´sente´e par le me´tamode`leM. Les re´sultats obtenus dans ce cadre sont donc valables
pour tout mode`le ve´rifiant les hypothe`ses e´nonce´es dans le chapitre 2. Nous avons e´gale-
ment pre´sente´ un nouveau mode`le de de´veloppement S ge´ne´ralisant celui introduit par
Kang et al. (2008). Ce dernier a e´te´ de´crit sous trois angles diffe´rents : mode´lisation des
processus (chapitre 3), processus de branchement multitypes (chapitre 3) et L-syste`mes
stochastiques (chapitre 5). Chacun de ces angles a ses propres avantages. Ainsi, la mo-
de´lisation fait le lien entre la botanique et les mathe´matiques. Cette repre´sentation de
S est un pre´requis indispensable a` son e´tude qu’elle soit probabiliste ou combinatoire.
L’approche processus de branchement nous permet de traiter des questions comme la
finitude de la croissance. Enfin, la description de S par des L-syste`mes stochastiques
nous a conduit a` l’e´laboration d’un nouveau cadre combinatoire pour la croissance des
plantes. L’une des principales nouveaute´s concerne l’utilisation des mots de Dyck pour
coder la structure de la plante ce qui permet de conserver sa topologie. Un tel cadre
couple´ avec la me´thode symbolique du chapitre 4 a rendu possible le calcul des distri-
butions associe´es a` certains motifs dans la structure de la plante (apex, structure en
Y . . . ). L’approche combinatoire apparaˆıt tout de meˆme plus ge´ne´rale que l’approche
probabiliste. En effet, les processus de branchement introduits dans le chapitre 3 ne
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permettent pas l’e´tude de motifs puisqu’ils ne conservent pas la topologie de la plante.
En revanche, nous avons montre´ que l’approche combinatoire e´tait e´quivalente a` celle
des processus de branchement lorsque l’on s’inte´resse aux occurrences de mots compose´s
d’une seule lettre.
Cette the`se contribue e´galement a` l’e´tude probabiliste du de´veloppement de la plante.
La diffe´renciation du bourgeon apical a e´te´ mode´lise´e par des phases-types multivarie´es.
Ensuite, les fonctions ge´ne´ratrices associe´es au de´veloppement complet (organogene`se et
diffe´renciation) ont e´te´ e´tablies ce qui permet par de´rivation de calculer l’espe´rance et la
variance du nombre d’organe de tout type. Ces travaux apparaissent e´galement comme
une ge´ne´ralisation de ceux pre´sente´s dans Kang et al. (2008). En revanche, le calcul des
distributions de motifs via la me´thode symbolique est entie`rement nouveau. Enfin, nous
avons aussi propose´ une bre`ve e´tude de la finitude de la croissance des plantes dont le
mode`le de de´veloppement est donne´ par S.
Du point de vue mathe´matique, un autre apport majeur de la the`se est la mise
en place d’une me´thode symbolique pour de´terminer la distribution du nombre d’oc-
currences d’un mot donne´ dans un texte ge´ne´re´ ale´atoirement par un L-syste`me sto-
chastique. Dans cette optique, une structure de semi-anneau reposant sur de nouveaux
ope´rateurs union et concate´nation a e´te´ e´tablie pour l’ensemble compose´ des ensembles
de mots ponde´re´s construits a` partir d’un alphabet donne´. Nous proposons e´galement
quelques the´ore`mes de de´composition alge´brique afin de trouver une spe´cification ade´-
quate.
Du point de vue statistique, les travaux de la the`se ont contribue´ aux proble´matiques
d’estimation des parame`tres que ce soit pour le de´veloppement ou le fonctionnement.
Concernant le de´veloppement, nous avons propose´ une me´thode ge´ne´ralisant celle de
Wang et al. (2009). En effet, graˆce a` l’utilisation de la me´thode symbolique, il est possible
de faire l’estimation des parame`tres non seulement a` partir du nombre de phytome`res
mais e´galement a` partir de donne´es botaniques lie´es a` la topologie de la plante. Ceci
permet de travailler avec des e´le´ments de la plante qui sont plus facilement repe´rables
(structures en Y, bouts de tige . . . ) et donc re´duit le risque d’un comptage errone´ lors
de la re´colte des donne´es.
Concernant le fonctionnement, nous avons e´crit M sous la forme d’un mode`le sta-
tistique permettant l’estimation des parame`tres graˆce a` une approche baye´sienne. L’un
des points forts de la me´thode est d’eˆtre applicable meˆme dans le cas ou` le mode`le
de de´veloppement est stochastique. Dans cette optique, nous avons auparavant fait une
pre´sentation dans un cadre statistique unifie´ de quatre me´thodes d’infe´rence baye´siennes
pour des mode`les de Markov cache´s. Les performances de ces me´thodes ont ensuite e´te´
analyse´es et compare´es via trois cas-tests. Finalement, un ensemble de recommandations
a e´te´ donne´ quant a` leur utilisation.
Tous ces re´sultats ont donne´ lieu a` 2 publications dans des journaux avec comite´
de lecture, 5 publications dans les actes de confe´rences internationales (dont 2 dans la




Cette section pre´sente quelques axes de de´veloppement possibles compte tenu des
travaux re´alise´s jusqu’a` pre´sent.
8.2.1 Ge´ne´ralisation du me´tamode`le
Les hypothe`ses du me´tamode`le introduit dans le chapitre 2 sont assez restrictives.
Afin d’e´largir la classe des mode`les concerne´s, il serait bien d’introduire la topologie
comme une variable affectant le fonctionnement de la plante. En effet, dans le mo-
de`le de croissance LIGNUM par exemple (voir Perttunen et al. (1996) et Perttunen
et al. (1998)), la topologie de la plante a` un cycle de de´veloppement donne´ affecte non
seulement la production de biomasse par photosynthe`se mais e´galement son allocation
a` l’ensemble des organes en expansion. C’est le cas e´galement des mode`les GreenLab
lorsque la croissance secondaire des axes est prise en compte avec un « pipe model » (voir
Shinozaki et al. (1964) et Letort (2008)). La biomasse alloue´e aux cernes au niveau d’un
phytome`re donne´ de´pend du nombre de feuilles situe´es en aval du phytome`re en question.
La topologie de la plante au de´but du cycle de de´veloppement n peut eˆtre repre´sente´e
par un vecteur Tn traduisant la fac¸on dont les organes sont relie´s les uns aux autres.
Deux situations sont a` envisager :
• la topologie de la plante est fixe´e, c’est-a`-dire que la suite (Tn)n≥0 est connue avant
meˆme le de´but de la croissance : dans ce cas, le syste`me plante peut-eˆtre de´crit
par l’e´quation de photosynthe`se suivante :
Qn+1 = Φn(Q(n+1−Tact)+ , . . . , Qn, N0→n+1, En+1, Tn+1,Θfonc)(1 + ωn+1), 0 ≤ n,




Alo,ln+l(Qn+l, N0→n+1+l, Tn+l+1,Θfonc), 0 ≤ n, 0 ≤ k ≤ n.
Etant donne´ que (Tn)n≥0 est suppose´ connue a` l’avance, l’e´tude de ce syste`me
dynamique est similaire a` ceux pre´sente´s dans la the`se.
• la topologie n’est pas fixe´e : plusieurs causes peuvent conduire a` cette situation.
Nous ne conside´rons seulement ici que le cas ou` le de´veloppement est de´terministe
et la topologie au de´but du cycle n + 1 ne de´pend que de la biomasse produite
au cycle n et de la topologie au de´but du cycle n. C’est typiquement le cas du
mode`le GreenLab 3(voir Mathieu et al. (2009)) avec re´troaction du fonctionnement
sur l’organogene`se. Dans ce cas, le vecteur de topologie Tn ve´rifie une relation de
re´currence du type :
Tn+1 = jn+1(Tn, Qn,Θfonc).
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La croissance de la plante est alors caracte´rise´e par le syste`me d’e´quations suivant :
Tn+1 = jn+1(Tn, Qn,Θfonc), 0 ≤ n,




Alo,ln+l(Qn+l, N0→n+1+l, Tn+l+1,Θfonc), 0 ≤ n, 0 ≤ k ≤ n.
Ce syste`me peut encore eˆtre mis sous la forme d’un mode`le de Markov cache´ en
e´crivant l’e´tat cache´ a` partir des ensembles de vecteurs {Qn, n ≥ 0} et {Tn, n ≥ 0}.
Il est donc a` nouveau possible d’estimer Θfonc a` partir des me´thodes d’infe´rence
baye´siennes du chapitre 6.
8.2.2 De´veloppement et exploitation de la me´thode symbo-
lique
Les travaux concernant la me´thode symbolique du chapitre 4 sont encore loin d’eˆtre
termine´s. Il reste en effet un certain nombre de points a` ame´liorer pour en augmenter
son efficacite´. Le plus important est sans aucun doute l’obtention d’une spe´cification
approprie´e pour les classes combinatoires d’inte´reˆt. En effet, dans cette the`se, nous ne
proposons pas de me´thode de de´composition qui permettent d’e´crire automatiquement
une spe´cification ade´quate, c’est-a`-dire un ensemble d’e´quations alge´briques qui peut
se traduire directement en un syste`me d’e´quations fonctionnelles faisant intervenir les
fonctions ge´ne´ratrices d’inte´reˆt. Deux the´ore`mes ge´ne´raux de de´composition ont e´te´
e´nonce´s mais ceux-ci n’aboutissent pas toujours a` des concate´nations non-ge´ne´ratrices
par rapport au mot e´tudie´ (voir la section 4.4.2) et donc a` des constructions admis-
sibles. L’utilisation des re`gles de transformation n’est pas envisageable dans ce cas-la`.
Il conviendrait donc d’e´tablir de nouveaux the´ore`mes de´composant les classes combina-
toires avec uniquement des concate´nations non-ge´ne´ratrices.
Ensuite, nous n’avons pas exploite´ tout le potentiel des relations de re´currence entre
fonctions ge´ne´ratrices obtenues par application de la me´thode. Pour le moment, nous
avons uniquement e´tabli des syste`mes d’e´quations perrmettant de calculer de manie`re
re´cursive les distributions de probabilite´ associe´es au nombre d’occurrences du mot d’in-
te´reˆt ou encore les moments correspondants. Pourtant, de nombreux outils et me´thodes
ont e´te´ de´veloppe´s en analyse combinatoire pour e´tudier notamment le comportement
asymptotique des structures combinatoires implique´es a` partir du syste`me des fonctions
ge´ne´ratrices en question (voir Flajolet and Sedgewick (2009)).
Enfin, il faudrait multiplier les exemples illustrant la me´thode symbolique au niveau
des plantes en proposant de nouveaux types de motifs a` e´tudier. De plus, il serait
bien d’e´tendre le champs d’application de cette me´thode a` d’autres domaines de la
biologie. Par exemple, les se´quences d’ADN soumises a` des mutations peuvent eˆtre vues
comme des textes ge´ne´re´s ale´atoirement par des L-syste`mes stochastiques. La me´thode
symbolique initie´e dans cette the`se pourrait eˆtre envisage´e pour l’e´tude d’occurrences
de motifs dans ces se´quences d’ADN en mutation.
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8.2.3 Estimation des parame`tres
Il reste e´galement de nombreux travaux a` accomplir concernant l’estimation des para-
me`tres du mode`le de de´veloppement stochastique S et du me´tamode`leM. Par exemple,
pour chacun des deux mode`les, nous avons suppose´ connaˆıtre l’aˆge des organes compo-
sant la plante au moment ou` elle est observe´e (pour le de´veloppement, il s’agit du cas ou`
le nombre de plantes disponibles est faible). Cette hypothe`se est assez restrictive. Dans
le cas d’une organogene`se stochastique avec possibilite´ de pause dans le de´veloppement
des bourgeons, il est en ge´ne´ral impossible de donner l’aˆge des organes avec exactitude
ce qui peut fausser comple`tement les proce´dures d’estimation. Il faudrait donc re´fle´chir
a` de nouvelles observations ne faisant pas intervenir l’aˆge des organes. Concernant l’es-
timation des parame`tres lie´s au de´veloppement, une solution serait de conside´rer des
distributions de motifs dans des structures de plante qui ne sont pas caracte´rise´es par
leur aˆge mais par leur position dans la plante. Une telle de´marche peut eˆtre envisageable
avec la me´thode symbolique du chapitre 4.
Concernant le mode`le S, il faudrait mettre en place une me´thode de´couplant l’es-
timation des parame`tres lie´s a` la diffe´renciation de ceux associe´s a` l’organogene`se. En
effet, les parame`tres de la diffe´renciation sont riches d’interpre´tation botanique. Par
exemple, les temps de se´jour moyens dans une classe physiologique i donne´e sont re-
pre´sente´s par les parame`tres λi. En observant ces temps de se´jour sur une population
de plantes, il serait possible d’estimer λi, i ∈ {1, . . . , CPm}. Le fait de de´coupler les
proce´dures d’estimation donnerait aux parame`tres estime´s un sens botanique plus fort.
Il faudrait e´galement optimiser les algorithmes d’estimation des parame`tres lie´s au
fonctionnement. Les temps d’exe´cution de ces algortihmes sont trop e´leve´s (estimation
de cinq parame`tres pour la betterave = 2 jours sur un ordinateur standard !). C’est en
particulier le cas si la plante e´tudie´e est tre`s ramifie´e, posse`de des temps d’expansion
et d’activite´ e´leve´s ou si le nombre de parame`tres a` estimer est important. En effet, les
algorithmes mettent plus de temps pour se stabiliser. Dans le cas des me´thodes par-
ticulaires, il se peut meˆme que la convergence n’ait pas lieu a` cause du nombre trop
important de particules a` employer. Plus spe´cifiquement, un proble`me se pose au niveau
de l’initialisation des algorithmes (voir la section 7.3.5). Lorsque les temps d’expansion
sont e´leve´s, il est en effet ne´cessaire de simuler des trajectoires sur un nombre important
de cycles avant de pouvoir utiliser la premie`re observation du syste`me. Les particules
« voyagent » donc dans l’espace des e´tats sans guidage pendant plusieurs e´tapes de suite
ce qui entraˆıne une mauvaise exploration de l’espace en question. L’algorithme s’initia-
lise donc tre`s mal et cela peut aboutir a` sa divergence. Une solution serait d’employer
une approche « backward » (cf Trevezas and Courne`de (2011)). Au lieu d’estimer suc-
cessivement les quantite´s de biomasse Q1 a` QTobs , nous faisons l’inverse, c’est-a`-dire de
QTobs a` Q1. Dans le cas « forward » (celui de la the`se), l’initialisation ne´cessite d’estimer
les biomasses Q1 a` QTmexp . Il faut donc attendre T
m
exp e´tapes avant d’utiliser les premie`res
donne´es botaniques. Dans le cas « backward », nous pouvons utiliser les donne´es de`s
l’estimation de QTobs (en prenant les masses des organes apparus au cycle Tobs). Les
particules sont donc guide´es de`s le de´part ce qui ame´liore les chances de convergence.
Toujours concernant le fonctionnement, l’estimation des bruits de mesure et de
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mode´lisation est encore loin d’eˆtre satisfaisante. Les me´thodes mentionne´es dans la the`se
reposent sur l’estimation des e´tats cache´s. Tout biais sur cette estimation en entraˆıne un
sur celle des bruits. Ceci engendre donc des proble`mes de pre´cision quant a` l’estimation
de la distribution a posteriori du vecteur de parame`tres Θfonc et en conse´quence les in-
tervalles de confiance sont errone´s. Il faudrait donc mettre en place des estimateurs plus
efficaces. Dans le cas des me´thodes particulaires, il est possible de propager les particules
selon une distribution de Wishart inverse (voir O’Hagan and Forster (2004) et Caron
(2006)). Cette distribution est particulie`rement adapte´e pour l’estimation des matrices
de covariance de lois normales. Il s’agirait donc d’une voie possible pour l’estimation des
bruits. Cette me´thode pourrait e´galement eˆtre employe´e directement pour l’estimation
de la distribution a posteriori des parame`tres de M en conside´rant un mode`le d’e´vo-
lution gaussien pour le vecteur ale´atoire Θfonc. Un autre axe de de´veloppement serait
l’ame´lioration du mode`le statistique associe´ a`M. En effet, nous avons choisi un bruit de
mode´lisation multiplicatif et un bruit de mesure additif. Ce mode`le est assez simple et
pourrait eˆtre modifie´ pour mieux correspondre a` la re´alite´ botanique. Nous pouvons par
exemple introduire du bruit dans le mode`le d’allocation donne´ par la fonction Al (voir
la section 2.2.2) ou encore ame´liorer le bruit de mesure en proposant des matrices de
covariance traduisant des de´pendances entre les mesures des diffe´rents organes (lorsque
l’on coupe une feuille et que l’on se´pare le pe´tiole du limbe, il est facile de constater que
le choix de la zone de se´paration influence a` la fois le poids du pe´tiole et celui du limbe).
Des techniques de se´lection de mode`les pourraient eˆtre envisage´es pour choisir celui qui
reproduit au mieux le comportement biologique de la plante.
Les me´thodes baye´siennes permettent l’estimation des parame`tres associe´s au mode`le
de Markov cache´. Il existe cependant d’autres familles de me´thodes qui ont e´galement
fait leurs preuves. Trevezas and Courne`de (2011) propose une approche fre´quentiste en
utilisant un estimateur du maximum de vraissemblance calcule´ a` partir d’une variante de
l’algorithme Expectation-Maximization. Cette me´thode a e´te´ applique´e avec succe`s sur
un cas particulier du mode`le de croissance GreenLab 1. Il serait inte´ressant de comparer
les deux approches sur un meˆme cas-test et de repe´rer les forces et les faiblesses de
chacune d’entre elles.
Enfin, la the`se manque de mise en œuvre pratique sur donne´es re´elles. Concernant
l’estimation des parame`tres lie´s au de´veloppement, le pin (Wang et al. (2009)) peut
eˆtre un beau cas-test. Il faudrait e´galement comple´ter et ame´liorer l’e´tude des para-
me`tres associe´s au fonctionnement de la betterave (voir le chapitre 7) avec notamment
l’estimation de la distribution a posteriori ou encore la re´duction des temps de calcul.
8.2.4 Le mot de la fin
Cette the`se apporte quelques modestes contributions au monde des mode`les de crois-
sance de plantes que ce soit en mode´lisation, en probabilite´, en combinatoire ou en
statistique. Elle s’ouvre e´galement sur de nombreuses perspectives. Tous ces travaux
montrent bien la richesse des proble`mes mathe´matiques inhe´rente au domaine d’appli-
cation en question. Il s’agit d’un domaine passionnant qui a encore beaucoup a` offrir
aux mathe´maticiens et qui, inversement, a beaucoup a` gagner de l’utilisation des ma-
the´matiques.
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Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilite´. Soit Z une variable ale´atoire de (Ω,F ,P)
vers l’espace mesurable (Nm,P(Nm)) avec P(Nm) l’ensemble des parties de Nm.
De´finition A.1.1 (Fonction ge´ne´ratrice) La fonction ge´ne´ratrice de Z est une ap-
plication Ψ de [0, 1]m dans [0, 1] de´finie de la fac¸on suivante :














Z = (k1, . . . , km)
)
= 1, le rayon de convergence d’une fonction
ge´ne´ratrice est au moins e´gale a` 1. La fonction ge´ne´ratrice est donc continue sur [0, 1]m
(elle y est aussi convexe) et en particulier Ψ(1m) = 1 avec 1m le vecteur de taille m dont
toutes les composantes sont nulles. Il s’agit e´galement d’un outil probabiliste tre`s utile
pour le calcul des moments d’une variable ale´atoire :




(1m) = E[Zi(Zi − 1) . . . (Zi − r + 1)]
avec E l’espe´rance d’une variable ale´atoire.
Preuve Ce re´sultat se de´montre facilement en faisant une re´currence sur r et en appli-
quant le lemme d’Abel (applicable puisque E[|Zi|r] <∞).
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avec V la variance d’une variable ale´atoire.
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Preuve Il s’agit d’une conse´quence imme´diate du the´ore`me pre´ce´dent en prenant les
valeurs 1 et 2 pour r et en combinant les e´quations obtenues.

A.2 Phases-types multivarie´es
Les phase-types ont tout d’abord e´te´ de´veloppe´es dans les anne´es 70 par Neuts (Neuts
(1975)) avec de nombreuses applications en the´orie de la fiabilite´ (Neuts (1981) et Assaf
and Levikson (1982)). Par la suite, elles sont devenues un centre d’inte´reˆt probabiliste
qui a connu de nombreux de´veloppements mathe´matiques (Assaf et al. (1984), Kulkarni
(1989) et plus re´cemment Goff (2005)).
Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilite´ et (X(t))t≥0 un processus de Markov conti-
nue a` droite sur un espace d’e´tat fini E = {1, . . . , P,∆}. Supposons que 1, . . . , P sont
transitoires et que ∆ est absorbant. Supposons e´galement que le ge´ne´rateur infinite´simal






avec A la sous-matrice de taille P × P du coin supe´rieur gauche et 1P un vecteur de
taille P dont toutes les composantes valent 1. Soient Γ1, . . . ,Γn n sous-ensembles de E
stochastiquement ferme´s pour X :
De´finition A.2.1 Un ensemble Γ est dit stochastiquement ferme´ pour le processus
(X(t))t≥0 si, quand X entre dans Γ, X ne quitte plus Γ :
∃t0 ∈ R+, X(t0) ∈ Γ⇒ ∀t ≥ to, X(t) ∈ Γ.
Soit a la distribution initiale de X sur E et supposons a(∆) = 0. Soit α le vecteur
de taille P de´fini par α = (a(1), . . . , a(P )). Nous de´finissons Tk le temps d’atteinte de
Γk par X :
Tk = inf{j,X(j) ∈ Γk}.
De´finition A.2.2 (Vecteur ale´atoire de phase-types multivarie´es) Si les hypo-
the`ses suivantes sont ve´rifie´es :
1.
⋂n
k=1 Γk = ∆ ;
2. l’absorption dans ∆ est certaine ;
3. P (T1 > 0, . . . , TP > 0) = 1 ;
alors (T1, . . . , TP ) est un vecteur ale´atoire de phase-types multivarie´es avec repre´senta-
tion (α,A).
L’un des inte´reˆts des phase-types est que de nombreuses quantite´s peuvent s’e´crire
de fac¸on explicite. Soit gk la matrice diagonale de taille P × P dont le i-e`me e´le´ment
diagonal vaut 1 si i ∈ Γck et 0 sinon avec Γck le comple´mentaire de Γk dans E .
The´ore`me A.2.1 Soit (T1, . . . , TP ) un vecteur ale´atoire de phase-types multivarie´es
avec repre´sentation (α,A). Alors, pour tout 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tP :
P (T1 > t1, . . . , TP > tP ) =
t(α)eAt1g1e
A(t2−t1) . . . gP−1eA(tP−tP−1)gP1P .
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A.3 Processus de branchement de Galton-Watson
multitype
Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilite´. Les processus de branchement constituent
une branche des probabilite´s encore tre`s e´tudie´e a` l’heure actuelle et trouvent de nom-
breuses applications notamment en biologie mole´culaire (Athreya and Ney (2004)).
L’objectif est d’e´tudier l’e´volution suivant les ge´ne´rations d’une population d’indivi-
dus, lesquels peuvent se reproduire suivant un ensemble de re`gles stochastiques appele´s
distribution des descendants. Dans le cadre multitype, les individus peuvent eˆtre classe´s
en m cate´gories nume´rote´es de 1 a` m. Un individu de type i produit des enfants de tout
type suivant la distribution de probabilite´ suivante : {pi(j) | j = (j1, . . . , jm) ∈ Nm}.
pi(j1, . . . , jk, . . . , jm) repre´sente la probabilite´ pour un individu de type i de produire
jk enfants de type k pour tout k ∈ {1, . . . ,m}. Supposons que les individus se re-
produisent de fac¸on inde´pendante les uns des autres. De meˆme, la reproduction a`
une ge´ne´ration donne´e est inde´pendante du comportement de la population lors des
ge´ne´rations pre´ce´dentes (proprie´te´ de Markov). Soit Zin la variable ale´atoire donnant
le nombre d’individus de type i a` la ge´ne´ration n et soit Zn = (Z
1
n, . . . , Z
m
n ). Soient
{ξn[i](l) | (l, n) ∈ N2, i ∈ {1, . . . ,m}} des variables ale´atoires iid ayant pour distribu-
tion {pi(j)}j∈Nm . ξn[i](l) est le vecteur ale´atoire dont la k-ie`me composante repre´sente le
nombre d’enfants de type k engendre´s par l’individu l de type i de la n-ie`me ge´ne´ration.
Soit 0m le vecteur de taille m dont toutes les composantes sont nulles.
De´finition A.3.1 (Processus de Branchement de Galton-Watson Multitype)
Si le processus stochastique (Zn)n∈N e´volue suivant la relation de re´currence suivante :







(l) si Zn 6= 0m,
0m si Zn = 0m,
alors (Zn)n∈N est un processus de branchement de Galton-Watson multitype.
Soit Ψn[i] la fonction ge´ne´ratrice (voir l’annexe A.1) associe´e au vecteur ale´atoire Zn
pour une ligne´e de´butant par un individu de type i :
∀(z1, . . . , zm) ∈ [0, 1]m, Ψn[i](z1, . . . , zm) =
∑
(k1,...,km)∈Nm




avec ei le vecteur de taille m dont toutes les composantes sont nulles sauf la i-e`me qui
vaut 1. Soit Ψn = (Ψn[1], . . . ,Ψn[m]). Alors :
The´ore`me A.3.1 La fonction ge´ne´ratrice Ψn ve´rifie la relation de re´currence sui-
vante :
∀n ∈ N, Ψn+1 = Ψ1 ◦Ψn = Ψn ◦Ψ1.
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Preuve Pour faciliter l’e´criture de la de´monstration, celle-ci sera faite pour m = 1 (la
variable ale´atoire donnant le nombre d’enfants engendre´s par un individu sera note´e ξ).
L’e´galite´ Ψn+1 = Ψn ◦Ψ1 est un re´sultat classique des fonctions ge´ne´ratrices puisque
Zn+1 apparaˆıt comme la somme de Zn copies inde´pendantes de la variable ale´atoire ξ.
















l∈NP(Zn+1 = k|Z1 = l)P(Z1 = l) = 1 <∞, nous pouvons appliquer le






P(Zn+1 = k|Z1 = l)zk
]
P(Z1 = l)
Etant donne´ que (Zn)n∈N est une chaˆıne de Markov homoge`ne et que les individus se
reproduisent de fac¸on inde´pendante, nous en de´duisons :





P(Zn = ki|Z0 = 1)
ce qui est le coefficient devant zk de (Ψn(z))




P(Z1 = l) (Ψn(z))
l = Ψ1 ◦Ψn(z).

Soit Ext l’e´ve`nement extinction Ext = {∃n ∈ N, Zn = 0m} et la probabilite´
d’extinction qi pour la ligne´e issue d’un individu de type i :
qi = P(Ext|Z0 = ei)
Soit q = (q1, . . . , qm) le vecteur donnant toutes les probabilite´s d’extinction. Alors q
ve´rifie :
The´ore`me A.3.2 Le vecteur de probabilite´ d’extinction q ve´rifie la relation :
q = Ψ1(q).
Preuve Afin de simplifier l’e´criture, la de´monstration sera faite pourm = 1 (l’extension
au cas ge´ne´ral ne pose pas de proble`me). La probabilite´ d’extinction est note´e q et la
distribution des descendants p. On a alors :
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Soit mi,j = E[Z
i
1|Z0 = ei] et soit M la matrice de taille m2 dont les composantes
sont les mi,j. Soit ρ la plus grande valeur propre de M . Supposons que (Zn)n∈N est
irre´ductible c’est-a`-dire que, pour chaque (i, j), il existe ni,j tel que (M
ni,j)i,j > 0.
D’apre`s le the´ore`me de Perron-Frobenius, on en de´duit que ρ > 0 et que, pour toute
valeur propre λ de M , |λ| < ρ. On a alors :
The´ore`me A.3.3 Soit (Zn)n∈N un processus de branchement de GW multitype irre´-
ductible. Alors qi < 1 pour tout i ∈ {1, . . . ,m} si et seulement si ρ > 1.
Tout comme dans le paragraphe, on peut distinguer trois cas suivant les valeurs
prises par ρ :
– ρ < 1 : le processus de branchement est sous-critique. Dans ce cas, il y a extinction
de la population presque suˆrement (i.e. P(Ext|Z0 = 1) = 1).
– ρ = 1 : le processus de branchement est critique. Dans ce cas, il y a extinction de
la population presque suˆrement (i.e. P(Ext|Z0 = 1) = 1).
– ρ > 1 : le processus de branchement est super-critique. Dans ce cas, il y a explosion





Soit (d1, d2) ∈ N∗ × N∗, y ∈ Rd1 et f une fonction Bore´lienne de Rd2 dans Rd1 .
L’objectif de l’algorithme de Levenberg-Macquardt (voir More´ (2006)) est de trouver le
vecteur pm ∈ P ⊂ Rd2 tel que :
pm = argmin
p∈P
||y − f(p)||2d2 = argmin
p∈P
S(p)
avec ||.||d2 la norme euclidienne sur Rd2 . La proce´dure est alors la suivante :
Algorithme 6 : algorithme d’optimisation de Levenberg-Macquardt
• Initialisation
- Poser p = p0 ∈ P
- Poser S− = S(p0)
- Poser condition = 1
- De´finir  ∈ R+
• Ite´ration
- Tant que condition = 1 :
- Calcul du Jacobien de f en p : J
- Calcul de la direction de descente q comme solution du syste`me :
tJJq = tJ ||y − f(p)||d2
- Poser p = p+ q
- Si |S(p)− S−| <  :
- Poser condition = 0
- Poser S− = S(p)
- Poser pm = p
Il est possible d’ame´liorer les performances de l’algorithme en modifiant l’e´tape
d’initialisation. Au lieu de de´finir un point de de´part p0 ∈ P, nous pouvons affiner
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la zone de recherche du minimum pm en parcourant « rapidement »l’espace des pa-
rame`tres P . Pour ce faire, nous pouvons par exemple de´finir un ensemble de points
P ⊂ P re´partit uniforme´ment dans l’espace des parame`tres et regarder pour chacun
de ces points lequel donne la plus faible valeur du crite`re S. Ce point sera alors choisi
comme point de de´part de l’algorithme. Cette technique diminue grandement le risque
de tomber dans un minimum local.
Annexe C
Comple´ments sur les me´thodes
d’infe´rence baye´sienne
C.1 Equations baye´siennes pour le filtrage
On se place dans le cadre des mode`les de Markov cache´s. Les e´quations d’e´tat sont
donne´es par le syste`me (6.5). A l’instant n, le vecteur d’e´tat cache´ est donne´ par Xan et






Dans le cadre des mode`les de Markov cache´s, la loi de Xan+1 sachant X
a
n et Y0:n ne
de´pend que de Xan (voir le diagramme de de´pendance 6.1). Nous en de´duisons :






Pour l’e´quation de l’e´tape de correction, on applique d’abord la formule de Bayes a`
p(xan+1|y0:n+1) en conditionnant d’abord par Yn+1 puis par Xan+1 :







Etant donne´ que Yn+1 de´pend directement deX
a
n+1 (voir la sche´ma des de´pendances de la
figure 6.1), on peut simplifier p(yn+1|xan+1, y0:n) par p(yn+1|xan+1). Pour le de´nominateur
p(yn+1|y0:n), on applique le the´ore`me des probabilite´s totales en conditionnant par Xan+1.






C.2 Transformation sans parfum (Unscented trans-
form)
Soient X et Y deux variables ale´atoires re´elles relie´es entre elles par une fonction f
bore´lienne non line´aire :
Y = f(X).
L’objectif est de fournir une approximation de E[Y ] = E[f(X)] dans le cas ou` X suit
une loi normale d’espe´rance x et de matrice de covariance Σx. Notons d la dimension de
X. On cre´e d’abord un e´chantillon de taille 2d+ 1 repre´sentatif de la distribution de X













i ∈ {1, . . . , d}





la ie`me ligne ou colonne de la racine carre´ de la matrice
(d+ κ)Σx. On associe a` chaque point χ
i un poids ωi de la fac¸on suivante :
ω0 = κ/(d+ κ)
ωi = 1/2(d+ κ) i ∈ {1, . . . , d}
ωi+d = 1/2(d+ κ) i ∈ {1, . . . , d}
On fait alors l’approximation suivante :





N.B. C.1 Il existe d’autres choix de sigma-points permettant des approximations
d’ordre supe´rieur.
N.B. C.2 Si f est line´aire, alors l’approximation de E[Y ] est en fait exacte.
N.B. C.3 Un bon choix de κ est d − 3 (voir Julier and Uhlmann (1997)). Dans ce
cas, l’approximation du calcul de l’espe´rance est correcte jusqu’a` l’ordre 3 (c’est-a`-dire
que l’espe´rance de Y est exacte si f est tronque´e a` l’ordre 3 dans son de´veloppement de
Taylor).
N.B. C.4 Plutoˆt que de calculer la racine carre´ de la matrice (d+κ)Σx, on peut utiliser
une de´composition de Choleski ce qui est plus rapide et plus stable nume´riquement.
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C.3 Formule de Bayes pour le calcul se´quentiel des
poids des trajectoires
On se place dans le cadre des mode`les de Markov cache´s. Les e´quations d’e´tat sont
donne´es par le syste`me (6.5). A l’instant n, le vecteur d’e´tat cache´ est donne´ par Xan
et l’observation par Yn. Le but est d’e´tablir une e´quation re´currente entre p(x
a
0:n|y0:n)
et p(xa0:n+1|y0:n+1). Celle-ci s’obtient en appliquant trois fois la formule de Bayes sur
p(xa0:n+1|y0:n+1) en conditionnant d’abord par Yn+1 ensuite par Xa0:n et enfin par Xan+1 :













p(yn+1|xa0:n, xan+1, y0:n)p(xan+1|xa0:n, y0:n)
p(yn+1|y0:n) .
Etant donne´ que la loi de Yn+1 conditionnellement au passe´ de´pend directement de X
a
n+1
(voir la sche´ma des de´pendances de la figure 6.1), on peut simplifier p(yn+1|xa0:n, xan+1, y0:n)
par p(yn+1|xan+1). Ensuite, comme (Xan)n∈N est une chaˆıne de Markov, on peut simplifier
p(xan+1|xa0:n, y0:n) par p(xan+1|xan). On obtient alors l’e´quation re´currente baye´sienne pour




C.4 Estimateurs a` noyau
Le principe des estimateurs a` noyau est brie`vement rappele´ dans ce paragraphe (voir
Parzen (1962) et Silverman (1986)).
De´finition C.4.1 (Noyau) Un noyau K est une appliquation de Rd dans R ve´rifiant
les proprie´te´s suivantes :
– K(x) ≥ 0, ∀x ∈ Rd ;
– K est syme´trique : ∀x ∈ Rd, K(x) = K(−x) ;














), x ∈ Rd,
avec h > 0 la taille de la feneˆtre. Pour tout h > 0, Kh est encore un noyau.
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De´finition C.4.2 (Noyau de Parzen-Rozenblatt) Un noyau K est un noyau de
Parzen-Rosenblatt si :
|x|dK(x)→ 0 quand |x| → ∞.
Soient X1, . . . , XN , N variables ale´atoires i.i.d. ayant la distribution de probabilite´
φ. Alors :
De´finition C.4.3 (Estimateur a` noyau) L’estimateur a` noyau φN de φ associe´ au











, x ∈ Rd.
Glossaire
Les principaux concepts botaniques sont rappele´s dans ce glossaire :
activite´ (page 34) : Une feuille est dite active a` un cycle de de´veloppement donne´
lorsqu’elle participe a` la photosynthe`se durant ce meˆme cycle.
allocation (page 33) : E´tape du cycle de de´veloppement durant laquelle la biomasse
produite est distribue´e a` l’ensemble des organes en expansion.
architecture : L’architecture d’une plante de´signe la fac¸on dont les organes sont po-
sitionne´s dans l’espace ou dans le plan. Elle inte`gre donc la ge´ome´trie de la plante,
c’est-a`-dire les angles que font les organes entre eux.
biomasse (page 31) : Matie`re ve´ge´tale composant la plante. La biomasse est produite
au cours de l’e´tape de photosynthe`se du cycle de de´veloppement.
bourgeon (page 23) : Du point de vue mode´lisation, le bourgeon est conside´re´ comme
l’organe de la plante responsable de la cre´ation de nouveaux phytome`res lors de l’e´tape
d’organogene`se.
classe physiologique (page 24) : Les organes de la plante peuvent eˆtre classe´s en
diffe´rentes cate´gories suivant leurs caracte´ristiques morphologiques ou fonctionnelles.
Ces cate´gories sont appele´es classes physiologiques.
croissance : La croissance de la plante de´signe l’ensemble des processus concernant le
de´veloppement de sa structure et son fonctionnement biophysique au fil des cycles de
de´veloppement.
cycle de de´veloppement (page 25) : Dans la the`se, la croissance de la plante est
discre´tise´e en temps. Le cycle de de´veloppement est le pas de temps correspondant. Les
processus de de´veloppement et de photosynthe`se sont synchronise´s sur ce pas de temps.
de´veloppement (page 21) : Le de´veloppement de la plante de´signe l’ensemble des
phe´nome`nes biologiques relatifs a` la mise en place de sa structure. Le de´veloppement
comprend les processus d’organogene`se et de diffe´renciation.
diffe´renciation (page 27) : Sous l’effet du vieillissement, il est possible que le bourgeon
apical d’un axe change de classe physiologique. Ce phe´nome`ne est connu sous le nom de
diffe´renciation (ou mutation) du bourgeon apical.
entrenœud (page 23) : Portion d’axe comprise entre deux nœuds.
expansion (page 33) : Un organe est dit en expansion lors d’un cycle de de´veloppe-
ment donne´ si sa masse augmente, c’est-a`-dire s’il rec¸oit de la biomasse lors de l’e´tape
d’allocation du meˆme cycle.
fonctionnement (page 31) : Le fonctionnement de la plante de´signe l’ensemble des
processus de cre´ation de biomasse par photosynthe`se et de son allocation.
limbe (page 23) : Partie large et aplatie de la feuille constitue´e de nombreuses cellules
photosynthe´tiques.
me´riste`me (page 22) : Tissu ve´ge´tal responsable de la cre´ation de nouveaux organes.
Dans la the`se, l’action des me´riste`mes est mode´lise´e par les bourgeons.
me´tamode`le (page 21) : Mode`le ge´ne´rique repre´sentant une classe de mode`les de crois-
sance de plantes.
nœud (page 23) : Point d’insertion d’une feuille sur l’axe qui la porte.
organogene`se (page 21) : E´tape du cycle de de´veloppement durant laquelle les bour-
geons de la plante cre´ent de nouveaux organes.
pe´tiole (page 23) : Partie de la feuille raccordant le limbe a` l’entrenœud.
photosynthe`se (page 31) : Processus biophysique durant lequel les feuilles de la plante
synthe´tisent de la biomasse.
phytome`re (page 23) : Le phytome`re est l’unite´ e´le´mentaire composant la structure de
la plante. Il est constitue´ d’un entrenœud, d’une ou plusieurs feuilles et potentiellement
de bourgeons, de fruits ou de fleurs.
re`gles de production (page 29) : ensemble des re`gles donnant la ou les e´volutions
possibles d’un bourgeon au cours d’une e´tape d’organogene`se.
structure (page 27) : La structure d’une plante de´signe de fac¸on indiffe´rencie´e sa topo-
logie ou son architecture. A l’e´chelle de l’organe, une structure de classe physiologique
i et d’aˆge k est la structure forme´e par l’ensemble des phytome`res issus d’un bourgeon
de CP i apre`s k cycles de de´veloppement.
topologie (page 23) : La topologie d’une plante de´signe la fac¸on dont les organes sont
agence´s les uns par rapport aux autres sans conside´ration ge´ome´trique.
Notations
Les principales notations de la the`se sont rappele´es dans cette annexe.
• Variables topologiques :
− B : ensemble des symboles associe´s aux bourgeons.
− O : ensemble des symboles de´crivant les e´le´ments fixes de la plante comme les
entrenœuds, les feuilles, les fleurs ou les fruits.
− bi, ei, f , l, p, fr, fl, r : symboles de´signant respectivement un bourgeon de CP i,
un entrenœud de CP i, une feuille, un limbe, un pe´tiole, un fruit, une fleur et la
racine.
− ei,j : symbole de´signant un entrenœud de CP i portant des axes late´raux de CP
j.
− bkβ→φ : symbole repre´sentant un bourgeon de CP φ qui est apical pour un axe
d’aˆge k ayant de´bute´ par un bourgeon de CP β.
− N on : nombre total d’organes de type o ∈ B∪O au de´but du cycle de de´veloppement
n.
− N on[o′] : nombre total d’organes de type o ∈ B ∪ O dans une structure d’aˆge n
ayant de´bute´e par un organe o′.
− Nn : vecteur donnant la composition comple`te de la plante au de´but du cycle n.
Les composantes de Nn sont les variables N
o
n.
− Bn : vecteur dont la composante i donne le nombre de bourgeons de CP i vivants
au de´but du cycle de de´veloppement n, c’est-a`-dire N bin .
− Nn1→n2 : vecteur donnant l’e´volution de la composition de la plante entre les cycles
de de´veloppement n1 et n2. En d’autres termes, Nn1→n2 contient les vecteurs Nk
avec k ∈ {n1, . . . , n2}.
• Croissance de la plante :
− M : me´tamode`le e´tudie´ dans la the`se.
− S : mode`le de de´veloppement stochastique associe´ a` M.
− CPm : nombre total de classes physiologiques.
− T oexp : temps d’expansion d’un organe o ∈ O.
− Tact : temps d’activite´ d’une feuille.
− Qn : biomasse cre´e´e au cycle n par photosynthe`se.
− En : vecteur environnement au cycle de de´veloppement n.
• Probabilite´ et combinatoire :
− P : mesure de probabilite´ sur un univers Ω.
− E : espe´rance.
− V : alphabet.
− W : ensemble des mots construits a` partir de V .
− W+ : ensemble des mots non vides construits a` partir de V .
−  : mot vide.
− c(w, u) : fonction de comptage donnant le nombre de mots u dans le mot w.
− WLn : ensemble des mots ge´ne´re´s par le 0L-syste`me L apre`s n e´tapes de production
− pi : matrice de transition associe´e a` un 0L-syste`me.
− ψLn : fonction ge´ne´ratrice d’un 0L-syste`me L associe´e a` un mot ou une famille de
mots apre`s n e´tapes de production.
• Estimation des parame`tres :
− Voir les conventions de notation du chapitre 6.
− Θorg : vecteur de parame`tres associe´ a` l’organogene`se du mode`le de de´veloppement
stochastique S.
− ΘGLorg : vecteur de parame`tres associe´ a` l’organogene`se du mode`le de croissance
GreenLab 2.
− Θdif : vecteur de parame`tres associe´ au processus de diffe´renciation du mode`le de
de´veloppement stochastique S.
− Θdev : vecteur forme´ a` partir des vecteurs de parame`tres Θorg et Θdif .
− Θfonc : vecteur de parame`tres associe´ au fonctionnement de la plante.
− Tobs : aˆge de la plante au moment de la mesure expe´rimentale (destructive).
− Xn : vecteur d’e´tat cache´.
− Xan : vecteur d’e´tat cache´ augmente´.
− Yn : vecteur d’observation du syste`me.
− Cn : vecteur pilotant les mode`les d’e´volution et de mesure du syste`me dynamique
dans le cas d’un mode`le a` saut de Markov.
− Tmexp : maximum des temps d’expansion.
− T : maximum des temps d’expansion et d’activite´.
− M : nombre de particules.
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